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Aplicacoes Mensuraveis

Definicéao
Sejam (X, A), (Y, B) espagos mensuraveis. Uma aplicacao
¢ : X — Y diz-se mensurdvel se VB € B, $~1(B) € A.

Proposicao

Com a notagédo acima, sejam S ¢ 2¥ e B = o(S). Para que ¢
seja mensuravel basta que, VB € S, ¢~'(B) € A.
Proposicao

Sejam

(X, A) S (v, B) L (Z,e)

aplicagbes mensuraveis entre espagos mensuraveis. Entao
1 o ¢ € mensuravel.
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Observacao (Propriedades da pré-imagem)
Seja¢: X — Y. Tem-se:
(i) Se (Ax)aca familia da subconjuntos de Y, entdo:

¢ (U Aa> = J ¢ (A

a€cA a€cA
o (ﬂ Aa> = (N ¢ "(A)
a€cA a€cA

c

VAC Y. 67 (A%) = (7))
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Proposicao
Sejam (X, 7x), (Y, Ty) espacos topoldgicose ¢ : X — Y
continua. Entdo ¢ : (X,Bx) — (Y, By) é mensuravel.

Convengéao

Se (Y, y) for um espago topoldgico, sempre consideraremos
Y munido de #Zy, salvo mengao explicita em contrario.

Por exemplo, se (X, M) espago mensuravele f: X — Y,
dizemos que f &€ M-mensuravel se f : (X, M) — (Y, ZBy) for
mensuravel.
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o-algebra induzida por uma familia de aplicacées

Proposicao (c-algebra induzida por uma familia de
aplicagdes)

Sejam X um conjunto, (Y, Aa)aca familia de espagos
mensuraveis e (X LN Ya)aca- Entéo existe uma menor
o-algebra M em X que torna, Vo € A, f, mensuravel. Além
disso, se (Va € A)A, = o(Sa),
M=oc({VCX|3aeA3DeS,,V==F1D)}).
Definicéao

A menor o-algebra cuja existéncia é assegurada pela
proposi¢éo acima chama-se o-algebra induzida pela familia
(foé)aeA-
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o-algebra induzida por uma familia de aplicacées

Proposicao
Com a notagdo da definigcao e proposicao acima, sejam, (Z,C)
espaco mensuravele ¢ : Z — 'Y

(Z,0) L (X, B) = (Yo, Ay)

Entdo ¢ : (Z,C) — (X, B) é mensuravel se, e somente se,
(Vo € A) £, o ¢ for mensuravel.
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Exemplo (o-algebra produto:)

Seja (Xu, Aa)aca familia de espagos mensuraveis. Em

X = MN,caX, consideramos a o-algebra induzida pela familia
(pr, : X — Xu)aca, @ qual chamamos de o-algebra produto e
denotamos por ®ycaha-

Observacao

o f:(Y,N) = (X,®qcala) € mensuravel see
(Va)pr, o f: (Y,N) = (X,,An) o for.

e Na situacdo acima, suponha que, para cada o € A,
D, € A,. E verdade que MycaDy € Qpecafa? Em geral,
nao. Se A for enumeravel, sim: neste caso, basta observar
que NaeaDy = Naeapry '(D,) € uma intersegéo
enumeravel de mensuraveis.
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o-algebra induzida por uma familia de aplicacées

Proposicao
Com a notagdo acima, se A for enumeravel, o conjunto
{NaecaDy : Vo, D, € A} gera @q,caha.

Exercicio
Sejam (X, 7o )aca familia de espagos topoldgicos e
X = MyeaX, com a topologia produto. Tem-se:
1. ®a€ABXa C BX
2. Vale a outra inclusé&o se A enumeravel e (Vo € A)r,, tiver
base enumeravel (ou, equivalentemente, se a topologia
produto tiver base enumeravel).
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o-algebra induzida por uma familia de aplicacées

Corolario
Bre = Br ® Br. Mais geralmente, Brn = @1<j<pBr

Corolario
Seja (X, M) espaco mensuravel. Entdo:
e f: X — C é mensuravel see Ref elm f o forem.
e f=(f,...,fh) : X - R" é mensuravel see cada f; o for.
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o-algebra induzida por uma familia de aplicacées

Exemplo (pullback e trago)
Seja (Y, A) espaco mensuravel e f: X — Y. A o-agebra em X
induzida por {f} chama-se pullback de A e é denotada por f*A.

* Note que F*A = {~1(V): V € A}.

e Caso particular: suponha X C Y e f =i ainclusao de X
em Y. O pullback i*A coincide com {BNX:Bec A} eé
chamado de restricdo ou tragco de A em X, denotado por
A|x. Em particular, se X € A, entéo
Alx ={Be€ A|B C X}.
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o-algebra induzida por uma familia de aplicagdes

Exemplo

¢ (mudanca de contradominio) Se f: (X, M) — (Y,N) tem
imagem contida em A C Y, entdo f € mensuravel see
f: (X, M) — (A /N]a) o for.

e Se X for um espaco topolégico e A C X, entdo
PBx|a= PBa,i.e. 0traco de Bx em A coincide com a
o-algebra de Borel de A (munido da topologia relativa).
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Proposicao

Sejam (X, M) espagco mensuravel e (An)nen < M tal que
UnenAn = X. Uma fungéo f em X é mensuravel see (Vn € N) a
restricdo de f a (An, M|p,) for mensuravel.
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Operacdes com Fungdes Mensuraveis

Proposicao
Sejam (X, M) espago mensuravel e f,g : X — C fungées
M-mensuraveis. Entdo:

e f+ g e fg sGo mensuraveis.
® Se g ndo se anular, f/g € mensuravel.



	Aplicações Mensuráveis

