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Notacao
Fixemos, até o final desta se¢édo, um espaco localmente
compacto Hausdorff (“LCH”, daqui em diante) (X, 7x).

Definicdo (medidas de Radon)
Uma medida positiva 1 em (X, Bx) diz-se de Radon se:
1. para todo K C X compacto, u(K) < cc.

2. 1 é exteriormente regular em todos os borelianos:
VE € Bx, w(E) =inf{u(U) | ECUe U € 7x}.

3. u € interiormente regular nos abertos: YU € 7y,
p(U) = sup{u(K) | K € Uj.
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Defini¢cdo (funcionais lineares positivos em C_(X))
Denotamos por C,(X) o C-espago vetorial

{f: X — C| fcontinua e spt f € X}. Um funcional linear
I: C;(X) — C diz-se positivo se I(f) > 0 sempre que f > 0.
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Notacao
Dado U € T, a notagdo “f < U” significa: f € C.(X), 0 < f <1,
spt f € U.

Teorema
Seja | : C,(X) — C um funcional linear positivo. Entéo existe
uma unica medida de Radon . em (X, Bx) que o representa,

i.e. tal que, Vf € Cy(X):
I(f) = /fdu

Além disso, a medida ;. em abertos ou compactos de X se
calcula pelas formulas abaixo:

i) YU € 7x, p(U) = sup{/(f) | f < U}.
i) VK € X, u(K) = inf{I(f) | xx < f}.
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Exemplo

¢ Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Dada f € C,(M),
define-se I(f) = [ f|w| a integral de f com respeito a
densidade induzida pelo elemento de volume de (M, g)
usando-se integrais de Riemann, como no Calculo em
Variedades.

¢ Isso define um funcional linear positivo em C.(M). Pelo
teorema de representacao de Riesz, tal funcional se
representa por uma unica medida de Radon em (M, By),
chamada medida de Lebesgue de (M, g).

* No caso particular em que M é a esfera S” c R™', a
medida de Lebesgue em S” coincide com a medida em
(S™, Bsn) definida quando da discusséo da integragdo em
coordenadas polares.
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Observacao

A positividade de um funcional linear / : C,(X) — C garante a
continuidade de / com respeito a uma certa topologia LF em
C.(X), i.e. a topologia limite indutiva dos subespacos

C.(K) = {f € C;(X) | spt f € K}, onde K percorre o conjunto
das partes compactas de X, munidos das respectivas
topologias CO (i.e. topologia da convergéncia uniforme em K).
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Proposicao

Sejam X espago LCH e ;n uma medida de Radon em (X, Bx).
Entdo . € internamente regular em todo E € B x o-finito com
respeito a p, i.e. u(E) = sup{u(K) | K € E}.

Corolario

Com a notagdo da proposicdo anterior, se . for o-finita (por
exemplo, se X for o-compacto), entdo . é regular, i.e. interna e
exteriormente regular em todos os borelianos de X.

Proposicao
Seja 1 uma medida de Radon o-finita em (X, Bx). Entdo, para
fodo E € By:
i) Ve > 0, existemU D E aberto e F C E fechado tais que
U\ F) <e.
i) existemAec F, eBe Gstaisque AC ECBe
w(B\ A) =0.
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Teorema
Seja X espago LCH no qual todo aberto é o-compacto (por
exemplo, se X tiver base enumeravel de abertos). Entdo toda

medida positiva 1 em (X, Bx) finita nos compactos de X é uma
medida de Radon.

Corolario

Toda medida boreliana em R" finita nos compactos é de
Radon. Em patrticular, toda medida de Lebesgue-Stielties em
(R, Br) é de Radon.
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Proposigao
Sejam X espago LCH e . uma medida de Radon em (X, Bx).
Entdo, para1 < p < oo, C;(X) é denso em LP(u).

Teorema (Lusin)

Sejam X espago LCH, i uma medida de Radon em (X, Bx) e
f: X — C uma fungdo boreliana que se anule no complementar
de um boreliano E de medida finita. Entéo, para todo ¢ > 0,
existe ¢ € C.(X) que coincide com f no complementar de um
mensuravel de medida menor que . Além disso, se f for
limitada, é possivel tomar ¢ de modo que ||¢||u < ||f||u-
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