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Alguma motivacéo para a introdug¢do da norma L

e Sejam X um conjunto e f: X — C limitada.
|Ifllu = sup{|f(x)| : x € X} € uma norma completa no
C-espagco vetorial {f : X — C | f limitada}.

* Queremos definir uma norma similar para fung¢des
mensuraveis num espaco de medida, que independa da
classe de equivaléncia da fun¢gdo modulo fungdes nulas
quase sempre.

e Sejam (X, M, 1) espago de medidae f: X — C
mensuravel. Note que, se f limitada,

|fllu =inf{C > 0:Vx € X,|f(x)| < C}.
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O Espaco L™

Definicéao

Sejam (X, M, ) espaco de medida e f : X — C mensuravel.
Diz-se que C € [0, o] é cota superior essencial para f se
u{x e X:|f(x)]>C} =0.

|Iflloc = inf{C € [0, 0] | C cota superior essencial para f}

chama-se supremo essencial de f.



Espagos LP
[e]e] e}

Exercicio
Com a notacéo acima:

1. L%(p) = L°X, M, pu) ={f: X > C: ||[flloc <00} €
C-subespaco vetorial de CX e || - || é uma seminorma em
L£22().

2. Sef: X — C mensuravel, ||f|« € uma cota superior
essencial para f. Dai ||f||« = 0 see f =0 u-q.s.

3. L) = L>°(u)/{f: ||fllco =0} é completo com a normal
induzida no quociente, ou seja, (L*°(u), || - ||oc) € um
espaco de Banach.
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Exercicio

Se0<p<qg<r<oo L9cCLP+L".

Dica

Dada f € L9, tome A= {x € X : |[f(x)] < 1} e escreva
f= fXA -+ fXAC-

Exercicio

Se0<p<qg<r<oo, LPNL" c LY. Além disso, tomando
A€ (0,1) tal que 15 = % + 122, tem-se, paratodaf: X — C
mensuravel, ||f||q < ||f|yg||f|y}**.

Dica

Basta verificar a desigualdade. Se r = oo, 0 argumento é
direto. Se 0 < p < g < r < oo, escreva § = shx + 77—y ©
aplique a desigualdade de Holder generalizada para o produto
|| = [f2
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Notacao
Fixaremos um espaco de medida (X, M, 1) até o final desta
secao.

e Sejam p, g € [1, o] expoentes conjugados e g € LP.

® Pela desigualdade de Hélder, fica bem definido um
funcional linear continuo ¢4 : L — C dado por f — [ fgdp,
tal que [l¢g] < [I9]lp-

e A proposicao a seguir afirma que, em quase todas as
situacodes, ||¢g|| = ||g]|p, de modo que g — ¢4 define uma
isometria linear ¢ : LP — L9".
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Proposicao
Com a notagdo acima, se 1 < p < 0o, 0USE P = 0 € |1
semifinita, ¢ : LP — L9* é uma isometria linear.
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Demonstragao.

S6 precisamos verificar que, Vg € LP, ||¢4]| > ||g]|p, pOis a outra
desigualdade segue por Hoélder e a linearidade é clara. Se
|lgllp = 0, n&o ha o que fazer; suponha, pois, ||g||p > O.

1. Se1 <p<oo,tomef=sgng- I:gllli:“ Entdo [|flg=1e
P

¢g(f) = [ fgdp = |gl|p. de modo que [|¢g|| = [|9]|p, como
afirmado.

2. Sep=1eq=o0,tome f =5sgn g. Entdo ||f|| = 1 (pois
g > 0 num conjunto de medida > 0) e
¢g(f) = [ fgdu = [ g|l1, donde [ ¢g| > l|gll1, como
afirmado.
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(cont.)

3. Se p = oo e u semifinita. Nesse caso, g = 1 e, dado € > 0,
como ||g||« € 0 supremo essencial de g, podemos tomar
E € M com u(E) > 0talque |g| > ||9]lc — ¢ em E. E, pela
semifinitude de i, podemos supor u(E) < co. Tome
f=sgng- ( Ey- Entéo Hf|]1 =1 (pois [sgn g| =1em E
para [|gllec —€ > 0) € ¢g(f) = [ fgdu > ||glle — ¢. Pela
arbitrariedade do € > 0 tomado, isso implica ||¢g|| > |||,
como afirmado.

O
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Reciprocamente, em quase todas as situagdes, se g € uma
funcdo mensuravel tal que f — [ fg du define um funcional
linear continuo em L9, entdo g € LP.

Teorema (reciproca da desigualdade de Hélder)

Sejam p, q € [1, o] expoentes conjungados e g uma fungéo
mensuravel tal que fg seja integravel para toda fungdo

f e L9u) e tal que:

Mo(g) = sup{| / fol - F € L9(u), [fllg < 1} < oo

Suponha também que Sy = {g # 0} seja o-finito ou que . seja
semifinita. Entdo g € LP e ||g||p = Mp(9).
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Provaremos o enunciado abaixo, que claramente implica o
anterior.

Teorema (reciproca da desigualdade de Hélder, v.2)
Sejam p, q € [1, 00] expoentes conjungados e g uma fungdo
mensuravel tal que fg seja integravel para toda fungcéo

f € ¥ = {fungbes simples integraveis} e tal que:

My(g) ﬁsup{r/fm fex|fllg< 1} < oo

Suponha também que Sy = {g # 0} seja o-finito ou que . seja
semifinita. Entdo g € LP e ||g||p = Mp(9).
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Teorema de Representacao de Riesz para o Dual de
LP

Finalmente, provaremos a seguir que, se p < co, em quase
todas as situagdes, a isometria linear ¢ : LP — L9* definida
acima é sobrejetiva, de modo a identificar L9* = LP.

Teorema (teorema de representagéo de Riez para o dual
de LP)

Sejam p € (1, ] e q 0 expoente conjugado de p (de modo que
ge[1,0)). Seq>1,ouseq=1epo-finita,  : LP — L9* é
uma isometria linear sobrejetiva.
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Lema (Fatou para L>)
Sejam (fy)nen uma sequéncia em Lt e f = liminf f,. Entdo
1flloo < liminf||f]|oo-

Demonstragao.

Seja ¢ < ||f||. Entdo {f > ¢} tem medida estritamente
positiva, e {f > ¢} C Upen Nk>n {fx > c}. Portanto, pela
subaditividade enumeravel de u, conclui-se que existe nyp € N
tal que Nk>n, {fx > ¢} tem medida estritamente positiva, donde
(Vk > np)|| ||~ > c. Pela arbitrariedade do ¢ < ||f||~ tomado,
isso implica ||f||co < liminf]||fs||co- O
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Corolario
Se1 < p< oo, LP(n) € um espago de Banach reflexivo.
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Proposicao (desigualdade de Chebyshev)
Sejam0 < p < oo, f € LP(u) e a > 0. Entéo

u({|f] > a}) < [1e]P,

Algumas desigualdades Uteis
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Teorema (desigualdade de Minkowski integral)
Sejam (X, M, ), (Y,N,v) espacos de medida o-finitos e f uma
funcdo M ® N-mensuravelem X x Y.

a) SefelLt el <p< o,

[ ([ o) anca] < [] [ 1xyrpauea] )

b) Sep € [1, ], vale a desigualdade abaixo, desde que o
segundo membro faca sentido e seja finito:

|| 1@l < [IfCplaty
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