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Norma p

Definicao
Sejam (X, M, 1) espaco de medida e p € (0, 00). Dada
f : X = C mensuravel, definimos:

. 1/p
Iflo=| [ 1reau] " e 0.5
LP(p) = LP(X, M, ) = {f : X — C mensuravel : |f||, < oo}

Exercicio
Com a notagdo acima, LP(u) é um C-subespaco vetorial de
cX.
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Lema
Sejama,b >0, \ € (0,1). Entdo, a*b'~* < Xa+ (1 — \)b.

Demonstracgao.
Se a=0ou b =0, adesigualdade é trivial. Suponha que

a>0eb>0.Tome A, B c R tais que a = &*, b = 8. Entao:

a b= (e (eB) T =exp(MA+ (1 = N)B) <

exp é convexa

< X+ (1-NeP=xa+(1- )b

OJ
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Expoentes Conjugados

Definicéao
Seja p € (1,0). O expoente conjugado de p € o Unico
g € (0,0) tal que
1 1
-+ — = 17
p q
asaber,g=p/(p—1).
Notacao
g=p ouqg=p
Observacao
Note que, por simetria, g = p' seep=4¢'.
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Desigualdade de Holder

Teorema (Desigualdade de Holder)

Sejam (X, M, u) espago de medida, f,g : X — C mensuraveis
ep,q < (1,00) expoentes conjugados. Entdo,

/ tgldu < |fllp - llgllq

Corolario
Com a hipdtese do teorema acima, se f € LP e g € L9, entao
f-gell
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Exercicio

a) (desigualdade de Young) Sejam ay,...,ay >0 e
M, ..., Ay > 0 tais que Zf\; A = 1. Entéo:

N N N
H ai < Z )\,-af" .
i=1 i=1

b) (desigualdade de Hélder generalizada) Sejam

N
. 1 1 -
r,p1,..., PN € (0,00) tais que — = > —. Entdo, se
P
fi,..., Iy mensuraveis:

N N
ITT #llr < TTIA
i=1 i=1
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Dica

Na parte a), use a convexidade da exponencial. Na parte b),
use a desigualdade de Young com

_ A r

aj = eNi=—
sl T e

para1 <i<N.
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Teorema (desigualdade de Minkowski)

Sejam (X, M, u) espago de medida, f,g : X — C mensuraveis
ep e [1,00). Entdo,

1f+9llp < lIfllo+ 19l
Coroléario

Se (X, M, 1) espaco de medidae1 < p < oo, LP(u) é
C-subespago de CX e || - ||, € uma seminorma em LP(p).
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O Espaco LP

® Dado p € [1,00), definimos N = {f € LP(u) | ||f||p =0} =
{f : X — C mensuravel|f = 0 u-g.s.}.

e N é C-subespago de LP(u) e, pondo: LP(u) = LP(u)/N e

I+ llp = LP(1) = [0, 00)
[f] = lIfllp

entdo (LP(u), || - [|lp) € um espago normado.

Teorema
Com a notag&o acima, (LP(n), || - ||p) € um espago de Banach.



Espagos LP
00000000e

Notagao

Abandonaremos agora a notagéo proviséria “LP(u)” e
usaremos a mesma notagao (sobrecarregada) “LP(u)” para
denotar tanto £P(n) como o quociente £LP(u)/N. Uma
convencgao de notagao analoga sera usada para o espago
L>°(u) a ser definido mais adiante.

Exercicio

Sejam (X, M, ) espago de medida, p € [1,00) e S={p: X —
C simples com o = ¥, ajxe,, a; € C, u(E;) < oo}. Entéo S é
denso em LP(p).
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