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Motivacao:
Sejam m a medida de Lebesgue em R” e v <« m uma medida
com sinal ou complexa. Para cada x € R”, seja

Fox) = tim VBN dv

r%O m(B(X I’)) r—0 m(B(x, I’)) /B(x,r) difTI dm

definida para x tal que o limite acima existe.

* Objetivo: investigar a relagao entre F e g . Por exemplo,
se 92 for uma fung&o continua em R”, entdo F = 9% .

dv |l (R"),

* Teorema de Diferenciagéo de Lebesgue: se 4=

entdo F = d—;;, m-qQ.s.
¢ Qu seja, vale o “Teorema Fundamental do Célculo”: se

f € L} .(R"), a derivada da “integral indefinida” f dm com
relacdo a m coincide com a propria f.
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Lema de Cobertura de Wiener

Notacao
Dada B bola aberta em R"”, denotaremos por B a bola aberta
concéntrica a B e com raio igual a 3 vezes o de B.

Teorema (lema de cobertura de Wiener)

Sejam K um compacto de R" e (B,).ca uma cobertura de K
por bolas abertas. Entéao existe uma subcolegao finita
(Bi)1<i<n de (B.)a formada por bolas disjuntas e tal que

o~

(Bj)1<i<n cobre K.

Corolario

Seja (B,)aca Uma colecéo de bolas abertas emR" e ¢ € R tal
que m(U,caB,) > c. Entédo existe uma subcoleg&o finita
(Bi)1<i<n de (B.)a formada por bolas disjuntas e tal que
m(U1<j<n Bi) > 37 "c.
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Definigéo (L}, e média)

Seja f uma funcdo em R”, Lebesgue-mensuravel, a valores em
C ou em R. Diz-se que f é localmente integravel (NOTAGAO:

feLl.(m)) se, para todo compacto K C R”, [, .|f|dm < cc.

Para f € L} .(m) e A € £L" tal que m(A) > 0, definimos a média

defemA:

]{\fdmi m(1A)/Afdm
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Proposicao
Seja f € L} .(m). Como fungdo de (x,r) € R" x (0, 00), @a média
JB(x.r) f dm & uma fungdo continua.

Demonstragao.

* E claro que (x,r) € R" x (0,00) = m(B(x, r)) € continua.

e A continuidade de (x,r) € R" x (0,00) fB(X p fdméum
corolario do teorema da convergéncia dominada, deixado
Como exercicio.

O
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Corolario
Com a notagdo acima, dada f € L] .(m), a fung&o
Hf : R" — [0, co] dada por

Hf(x) = sup{][ ifldm | r > 0}
B(x,r)

é semicontinua inferiormente; em particular, é boreliana.

Demonstragao.

Se X é um espaco topoldgico e (fy).ca € uma familia de
fungdes semicontinuas inferiormente X — R, entdo

f = sup,ca f. € semicontinua inferiormente. Com efeito,
(Vr € R)f~1((r, 00]) = Uqeafy ' ((r,oc]) € uma unido de
abertos, portanto € aberto.

O
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Definicao (operador maximal de Hardy-Littlewood)
Com a notag&o do corolario acima, H : f € L} (m) — Hf
chama-se operador maximal de Hardy-Littlewood e Hf a

fungcdo maximal de Hardy-Littlewood associada a f.

Teorema (desigualdade maximal de Hardy-Littlewood)

Existe uma constante C = C(n) (dependendo apenas da
dimenséo n de R") tal que, para toda f € L'(m) e para todo
a > 0, tem-se:

m({Hf > a}) <

21O

171+
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Teorema (teorema de diferenciagéo de Lebesgue, v.1)

Seja f € L} (m), onde m é a medida de Lebesgue em R".

Entdo, para m-quase todo x € R":

f(x) = Iim][ fdm
r—0 B(x,r)



	Diferenciação em Espaços Euclidianos

