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Propriedades da Derivada de Radon-Nikodym
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Proposigao (regra da soma)
Sejam ;. medida positiva, vy e vo medidas com sinal em

(X, M), todas o-finitas. Sevy < L evs < u, € sevy + vo
estiver definida, entdo v1 +v» < p € d(”‘dij;”z) = ‘Zj—j + (Zj—f

p-quase sempre.

Demonstragao.
A primeira afirmacao € imediata; quanto a segunda, basta
observar que, VE € M:
L = 01+ ) (E) = 1r(E) + 2(E) =
E H
o dl/1 dVg dV1 dVg

——du+ | —dp= | — +—=—du

~ Je du £ du gduy  du

e a tese segue da unicidade da derivada de
Radon-Nikodym.
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Proposicao (regra da cadeia)
Sejam i, A\ medidas positivas, v medida com sinal em (X, M),
todas o-finitas. Suponhav < < \. Entdo:
i) Vg e Lt, [gdu = [ g% d\. Consequentemente,
vg: X — C:
1) gell'(n) & gg‘; € L'()\) e, caso afirmativo, vale a mesma
igualdade entre as integrais.
2) gel'(v) e gg” € L'(u) e, caso afirmativo,
S gdv = [ 9% du.

ii dv _ dv @ -
i) r<ie dA = dp dx A-quase sempre.

Corolario
Sejam n, A medidas positivas e o-finitas em (X, M), tais que
<< Ael< u. Entdo % % = 1 quase sempre (com respeito

aioupu).
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Definicao (medidas complexas)
Uma medida complexa 1 num espago mensuravel (X, M) é
uma aplicacao p : M — C tal que:
mc.i) p(0) = 0.
mC”) Se (An)neN =< M, ,LL(UneNAn) = Z?]O:‘I V(An), como
significado de que, no segundo membro, a série é
absolutamente convergente (i.e. a integral com respeito a
medida de contagem existe) e sua soma € igual ao
primeiro membro.

Exemplo
Se p for uma medida positivaem M e f: X — C for
p-integravel, v : M — C dada por

EH/fd,u
E

é uma medida complexa em (X, M). NOTAGAO: v = fdu.
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Observacao

E imediato verificar que, se x for uma medida complexa em

(X, M), ur = Rep e pj = Im p sdo medidas com sinal finitas em
(X, M), o que nos permite generalizar para medidas complexas
a teoria desenvolvida nas se¢des anteriores, conforme descrito
nos teoremas a seguir.
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Definicao (continuidade absoluta e singularidade mutua
para medidas complexas)
Sejam v, A medidas complexas e p medida positiva em (X, M).
Diz-se que:
i) v e Asao mutuamente singulares (NOTACAO: v 1 \) se
va L Apparaa,b=r,i.
i) v é absolutamente continua com respeito a u (NOTAGAO:
v u)SevgL pparaa=r,i.

Definicao (integrabilidade com respeito a medidas
complexas)
Seja v medida complexa em (X, M). L'(v) = L' (v,) N L' ().

Sefell(y),
/fdyi/fdvr—i-i/fdl/,-.
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Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym

Teorema
Sejam v medida complexa e . medida positiva o -finita em
(X, M).

1. (TEOREMA DE DECOMPOSIGAO DE LEBESGUE) Existem
Unicas medidas complexas v, e vs em (X, M) tais que
VgL, vs L pev=uvg+vs.

2. (TEOREMA DE RADON-NIKODYM) Se v < p, existe
f: X — C p-integravel tal que v = fdu. Tal fungéo é unica,
no sentido de que, se g for outra fungdo com a mesma
propriedade, entao g = f quase sempre com respeito a ju.
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Demonstragao.

Basta aplicar a verséo do teorema para medidas com sinal aos
pares (Rev, ) e (Imv, ). Ponha vs = (Rev)s + i(Imv)s e

va= (Rev)a+i(Imv)a, e G¢ = 98ev 4 jdlmv |sso provaa
existéncia, e a unicidade decorre da unicidade das partes reais
e imaginarias enunciada na versao do teorema para medidas
com sinal. O]




Medidas complexas
00000e000

Definicéo
Com a notagéo do teorema acima:
1. vz e vs chamam-se, respectivamente, parte absolutamente
continua e parte singular de v com respeito a p.

2. f chama-se derivada de Radon-Nikodym de v com
respeito a p € denota-se por g—z :

Exercicio

Com a notagdo da definigao e teorema acima, enuncie e
verifique generalizacbes das regras da soma e da cadeia para
a derivada de Radon-Nikodym.
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Variacao Total de uma Medida Complexa

¢ Seja v medida complexa em (X, M).
¢ Tome u medida positiva em (X, M) tal que v < p.

¢ Pelo teorema de Radon-Nikodym, v = fdu, onde
f € L'(u). Definimos:

V] = |1l du.

Proposicao
O que vai acima € uma boa definigo, i.e. |v| ndo depende da
medida positiva . fomada.

Definicédo (variacao total)
A medida positiva |v| chama-se variagdo total de v.
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Observacao

Se v for uma medida com sinal finita, a definicao acima
coincide com a definigdo prévia de variacao total, i.e.

lv| = vT + v~. Com efeito, se (P, N) for uma decomposi¢do de
Hahn para v, ja vimos que v = (xp — xn)d(v* + v7), e basta
observar que |xp — xn| = 1.
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Proposicao (propriedades da variagao total)
Seja v uma medida complexa em (X, M).
a) VE € M, [1(E)| < |#|(E).
b) v< v e dlvl tem valor absoluto 1 quase sempre com
respeito a |v|.
c) L'(v) =LY(|v|) e paratodaf e L'(v),|[ fdv| < [|f|d]v].
d) Se )\ for outra medida complexa em (X, M), entéo
v+ A< ]+ AL
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