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Continuidade absoluta de uma medida com respeito a
outra

Definicéao

Sejam v medida com sinal e 1 medida positiva em (X, M).
Diz-se que v é absolutamente continua com respeito a u
(NOTAGAO: v <« ) se VE € M, v(E) = 0 sempre que p(E) = 0.
No caso em que v é finita, a condigdo acima corresponde, de
fato, a uma ideia de “continuidade”:

Proposicao

Sejam v medida com sinal finita e ;. medida positiva em
(X,M). Entdov <« pn see Ve > 0,36 > 0 tal que, se E € M e
u(E) < 0, entdo |v(E)| < e.
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Corolario
Sejam (X, M, ;1) espago de medida e f € L'(y). Entéo, para
fodo € > 0, existe 6 > 0 tal que, se E € M e u(E) < ¢, entdo

|[e fdu| <e.

Demonstragao.

Basta observar que v = |f|du € uma medida positiva finita e
v < w; aplique a proposi¢édo anterior e a desigualdade
triangular.
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Alguma motivagéo para o teorema de Radon-Nikodym

1. Seja f: R — R de classe C' e crescente. Entdo f induz
uma medida de Lebesgue-Stielties s : Br — [0, oc]. Note
que,Va< beR:

ui((a b)) = f(b) — f(a) & /a ’ f(x)dx = /(ab] f'dm,

donde ps = f'dm.

2. Gostariamos de investigar condi¢cées sob as quais uma
medida boreliana na reta é da forma f dm, com f boreliana
positiva. Ou, num contexto mais abstrato, dado (X, M, )
espaco de medida, gostariamos de caracterizar as
medidas em M da forma fdu, com f € L™.
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Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym

Teorema
Sejam v medida com sinal e . medida positiva em (X, M),
ambas o-finitas.

1. (TEOREMA DE DECOMPOSIGAO DE LEBESGUE) Existem
Unicas medidas com sinal v, e vs em (X, M) tais que
VgL U, Vs L p €ev =rvg+ vs. Além disso, v, € vs sS40
o-finitas.

2. (TEOREMA DE RADON-NIKODYM) Se v < p, existe
f: X — R p-quase integravel tal que v = fdp. Tal fungao é
unica, no sentido de que, se g for outra funcdo com a
mesma propriedade, entdao g = f quase sempre com
respeito a pu.
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Definicao
Com a notacao do teorema acima:
1. vz e vs chamam-se, respectivamente, parte absolutamente
continua e parte singular de v com respeito a p.
2. f chama-se derivada de Radon-Nikodym de v com
respeito a i e denota-se por g—z :
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Observacao

1. As partes 1. e 2. do teorema sé@o, em geral, enunciadas
em teoremas distintos; foram aglutinadas aqui num tnico
teorema porque a demonstragéo que faremos permite
prova-las conjuntamente.

2. O teorema de Radon-Nikodym admite uma generalizagao:
sem a o-finitude de v, i.e. dadas ;. medida positiva o-finita
e v medida com sinal (n&o necessariamente o-finita) tal
que v < u, garante-se a existéncia e unicidade p-quase
sempre da derivada de Radon-Nikodym.
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Lema

Se 1 e v forem medidas positivas finitas no espaco mensuravel
(X, M), entdo u L v ou existeme > 0 e E € M tais que

u(E) > 0 e E é positivo para a medida com sinal v — €.
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