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O Problema da Medida
Definicéao
Seja X um conjunto. Uma fungdo de conjuntos em X é uma
fungdo cujo dominio é um subconjunto de 2X.

Definicéao
Seja X um conjunto e x : A C 2X — [0, oc]. Diz-se que p é:
* finitamente aditiva se

Aroo An d|SJuntos em A L
A) = A

e g-aditiva (ou enumeravelmente aditiva) se

A)icn familia disjunta em A >
( I)IENA:U. Aen }@M(A)_Z,UJ(Ai)
IS
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Tentativa de se definir um “volume n-dimensional” em R”"
Ideia natural: 1 : 28" — [0, oo] tal que

e ;1 o-aditiva;

e Se Acongruente a Bem R", u(A) = u(B);

* u([0,1]") =1.

N&o existe tal p!!
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Teorema (paradoxo de Banach-Tarski)

Sejam U, V abertos limitados em R" (n > 3). Entdo 3k ¢ N e
x Eq,---, Ex disjuntos em R" cuja reunido é U
x Fy,---, Fg disjuntos em R" cuja unido é V
«x Ej congruente a Fj paral <i<n

Remediaremos esta situacao, definindo-se p num dominio
menor que o conjunto das partes.
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Linguagem e Notagao Preliminares

¢ Linguagem da teoria dos conjuntos: se¢éo 0 do Folland.
¢ A reta estendida:

R=RU{-00,+0}

¢ Relacdo de ordemem R: a < b se
°* abecRea<bou
® a=—-00,b# —c0o0U
® b=+00,a# +x
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e < é uma relacao de ordem total (i.e. quaisquer dois
elementos se comparam) e completa (i.e. todo conjunto
ndo vazio e limitado superiormente admite supremo).
Além disso, todo conjunto ndo vazio é limitado
superiormente (por +o00) e inferiormente (por —oo),
portanto admite supremo e infimo.

e Em R, consideramos a topologia da ordem, i.e., gerada
pela sub-base:

{{x eR|x < a},{x e R|x > b} : a,b c R}

e Com a topologia acima, R € um espago metrizavel,
compacto (€ uma compactificacdo de R). Além disso, as
operagoes + : R x R\ {(+00, —), (=00, +o0)} - R e
i R x R\{(%£00,0), (0, +c0)} — R, definidas da maneira
6bvia, sdo continuas.
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* Seja {x,}, sequéncia em R

limx, = inf sup X, = lim sup Xk
neN g>n N—=00 k>np

limxp, = sup inf X, = lim inf Xk
neN k>n n—o0 k>n

e Analogamente,dadaf:R - Re acR:

limy_af(x) = g%sup{f(x) 0< |x—al <o}

lim,_, .f(x) = supinf{f(x) : 0 < |x — a| < 4}
>0
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Definicao

0-too=0e+00-0=0
e .: R xR — R nao é continua em (0, +00) e (o0, 0). De

fato: Tome (Xn, ¥n) = (+00, 1). Entdo:

(Xn, Yn) = (+00,0)

Xnyn:OO#+Ooo:o
e .:[0,00] x [0, 00] — [0, 0] obtida por restrigao:
e ¢é “upward continuous”, ou seja:

se { Xn T x em [0, ]
YnTyem |0, o]

® nao é “downward continuous”:

entdo xp - yn > X - y

Xp = 400
1

Yn:E

é tal que x, | +oo, ¥n L 0 mas x, - y, = +oo.
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Essa assimetria surge pela forma como se definiu0-t+toco=0e
acarretara outras assimetrias mais adiante.
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o-algebras

Definicao

Sejam X um conjunto () # A € 2X. Diz-se que A é uma dlgebra
(respectivamente, uma o-dlgebra) se for fechada por
complementacao e por uniao finita (respectivamente, por uniao
enumeravel).

Exemplo
Seja X um conjunto.
1. 2X é uma o-algebra.
2. {0, X} c 2X é uma o-algebra
3. A= {AC X|Aé finito ou A° é finito} é uma &lgebra.
4. A ={A C X|Aé enumeravel ou A° é enumeravel} é
o-algebra.
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Proposicao

Seja A o-algebra de subconjuntos de X. Tem-se:
(i) 0, X € A.

(iiy A é fechada por interseccdo enumeravel.

Demonstracgao.
(i) € imediato e (ii) seque das Regras de Morgan:
Seja (Aa)aca familia em 2X, entéo:

) 0

a€cA a€cA

) -us

a€A a€cA
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Notacao
1. (Xn)nen < X paradenotar x : N — X (i.e. x € uma
sequéncia a valores no conjunto X).

2. (Xn)nen =< X para denotar (Xp)peny < X € Xp N Xm = 0 se
n # m (assumindo que os elementos de X sejam
conjuntos).

Proposicao

Seja A C 2X uma algebra. Sdo equivalentes:

(a) A é fechada por unido enumeravel.

(b) A é fechada por unido enumeravel crescente, i.e.
(Bn)nen < A crescente = UpenBp € A.

(c) A é fechada por unido enumeravel disjunta, i.e.
(Bn)nen <A = UpenBp € A.
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Proposicao
Seja X um conjunto, (Aa)aca familia de o-algebras de X.
Entdo Nyeafa C 2% é uma o-algebra.

Definicao (o-algebra gerada por um conjunto)
Sejam X conjunto, S ¢ 2X. Pela proposicdo anterior existe
uma o-algebra o(S) c 2X tal que:

(iy Sca(S)

(i) VA c 2X o-dlgebra com S C A, o(S) C A.
A saber, 0(S) = N{A c 2X|A o-4lgebrae S C A}. ¢(S)
chama-se o-algebra gerada por S.
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Observacao

De forma analoga, dado S c 2%, faz sentido considerar faz
sentido considerar a algebra gerada por S: é a intersecao de
todas as algebras que contém S.

Definicao (o-algebra de Borel)
Seja (X, 7) espago topoldgico. A o-algebra o(7) chama-se
o-algebra de Borel de (X, 7) e denota-se por B(X) ou By.
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Definicdo (Medidas)
Seja X um conjunto, § € S ¢ 2X.
(i) Uma medida em S é uma fungéo de conjunto o-aditiva
w: S — [0, 00] tal que u(0) = 0.
(i) Uma medida finitamente aditiva em S é uma fungao de
conjunto finitamente aditiva i : S — [0, o] tal que

n(0) = 0.
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Exemplo

1. Sejam X conjunto, M = 2X e i : M — [0, oo] dada por
wu(A) = |A| se Afinito e u(A) = oo caso contrario. Entao
€ uma medida, chamada medida de contagem em X.
Qualquer restricao de . também é chamada pelo mesmo
nome.

2. Sejam X conjunto, M = 2%, xo € X e 1 : M — [0, oc] dada
por u(A) =1 se xg € A u(A) = 0 caso contrario. Entéo p é
uma medida, chamada medida de Dirac centrada em xg, a
qual se denota por d6x,. Qualquer restrigdo de &y, também
€ chamada pelo mesmo nome.
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Definicao (Espago Mensuravel e Espaco de Medida)
Sejam X um conjunto, A C 2X uma o-algebraem X e
wu: A — [0, c0] medida.
¢ o par (X, A) chama-se espagco mensuravel,
e aterna (X, A, u) chama-se espaco de medida.
Diz-se que u é:
(i) semi-finita se VA € A|u(A) =00, 3B A|BC Ae
0 < u(B) < .
(i) o-finita se 3(An)nen < Atal que

{ (Vn) u(An) < oo
UneN An=X

(iii) finita se p(X) < oo.
(iv) de probabilidade se p(X) = 1.
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