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Secoes 3.2 e 3.3

) Sejam v uma medida com sinal arbitrdria (ndo necessariamente o-finita) e 4 uma medida positiva o-finita
(X, M) tais que v < u. Entao existe f: X — R u-quase integrivel tal que dv = fdu. Como sugestdo, use o
uinte roteiro:

) E suficiente demonstrar o caso em que u € finita e v é positiva.

) Com tais hipéteses, existe E € M o-finito para v tal que pu(FE) > p(F) para todo F € M o-finito para v.

) O teorema de Radon-Nikodym se aplica em E. Se ' € M e FNE = (), entdo, ou v(F) = p(F) = 0 ou
W(F) > 0 ¢ u(F) = oo

Demonstragao. a) Suponha provado o caso em que p é finita e v positiva. Suponha +oo ¢ Imy i.e. vT finita.
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Tome (Ey)nen = M tal que L'JneN E,=Xe(Yn e N)u(E,) < co. Defina (Vn)u, = usE, e v, =v1E,. Entdo
L € ﬁmta e Uy < [in, logo v < pu,. Para cada n € N, podemos tomar f : X — R u,-quase integravel tal
que v = fFdu,. Alterando f,, num conjunto i, nulo, se necessario, podemos supor ff =0em ES. E, como
vt é ﬁnlta, (Vn)y,5 é finita, portanto f,F é p,-integravel e podemos supo-la finita em todos os pontos. Defina
(YneN)fn = fif = fi e f=3,cn fa Afirmo que f é p-quase integravel e v = f dpu. Com efeito:

i) f é mensuravel, pois é o limite pontual de uma sequéncia de fun¢des mensurdveis.
i) vt =300 vt =3 fFdu,. Portanto:

n=1"n
/f+deC:M§:/ f+du:§:/f;fdun:§:1/:()():1/+(X)<oo
n=1"En n=1 n=1

logo f é p-quase integravel. A mesma conta mostra que, (VE € M) [, fTdu = v7(E) e, analogamente,
[ [~ du=v"(E), portanto [, fdu=v(E).

Suponha p finita e v positiva. Seja F = {E € M : E o-finito para v}. Afirmo que A = {u(E) : E € F} admite
um méximo. Com efeito, A é limitado superiormente por p(X); tome (E,)nen < F tal que u(E,) — sup A.
Podemos supor (Fy,)nen crescente (caso contrario, basta substituir E,, por E, = U , E;, obtendo-se (En)n < F
com pu(E,) — sup A). Seja E = UpenE,. Entdo E € F e, usando a continuidade para cima da medida,
u(E) = sup A.

Tome E € F como no item anterior e vg = v 1 FE, ugp = pJE. Entdo vy < ug e ambas sao o-finitas, de modo
que, pelo teorema de Radon-Nikodym, existe fz : X — R pp-quase integravel tal que vy = fg dug. Podemos
supor, alterando fgr num conjunto pg-nulo, se necesséario, que fg é positiva e se anula no complementar de E.
Defina f: X - Rpor f = fg em E e f = +0o em E°. A funcio f assim definida é p-quase integrdvel (pois
é positiva e mensurdvel, uma vez que suas restrigdes a E e E° o sdo). Verifiquemos que v = fdu. De fato, se
FeMeFNE =(, uma das duas alternativas abaixo deve ocorrer:

i) u(F)=0. Entao v(F)=0= [, fdpu.
ii) u(F) > 0. Entao F ndo pode ser o-finito para v (pela escolha de E no item anterior), portanto v(F) =
+o0 = fF fdu.

Portanto, (VF € M)v(F) =v(FNE)+v(FNE®) = [pp fedue + [pnge fAu = [onp f A+ [pope fdu =
fF fdu, de modo que v = fdu, como afirmado.
O
) Uma medida g em (X, M) diz-se decomponivel se existir F C M com as seguintes propriedades:
(VF € F)u(F) < oo.
F é uma familia disjunta e sua uniao é X.

Se E € Me pu(E) < oo, entao u(E) =3 per p(ENF).
SeEFECXe(WVFeF)ENF € M, entao E € M.



a) Toda medida o-finita é decomponivel.

b) Se v for uma medida com sinal em (X, M) tal que v < pu, entdo existe f : X — R mensuravel tal que, VE € M
o-finito com respeito a u, v(E) = fE fdue|f] <ooemtodo F € F o-finito com respeito a v.

Demonstragdo. a) Seja (Fy,)nen < M tal que Upen F, = X e (Vn € N)u(F,) < co. Entao F = {F,, : n € N} ¢ M
e u satisfazem i) a iv).

b) Para cada F € F, tome vp = v JF e up = p J F. Entdo pup é uma medida finita e vp é uma medida com
sinal em (X, M), tais que vp < pp. Pelo teorema de Radon-Nikodym (c.f. enunciado da questdo anterior),
existe fr : X — R pup-quase integravel tal que vp = fr dppr. Modificando fr num conjunto pg-nulo, podemos
supor que fr se anula no complementar de F', e que fr é finita em todos os pontos de F' se F' for o-finito com
respeito a v (pois, se F for o-finito com respeito a v, podemos escrever F' como unido de uma sequéncia disjunta

(En)neny =M tal que (Vn)|v|(Ey) = fEn|fF| dpp < 00, 0 que implica {x € F : |fr(x)| = oo} pp-nulo).

Tome f: X — R dada por f(z) =Y per fr(x), ie. f étal que (VF € F)f|p = fp. Tem-se:

1) Se A € Bg, VF € F, f"Y(A)nF = fz'(A) € M. Portanto, por (iv), f~1(A) € M, o que prova a
mensurabilidade de f.

2) Se F € F o-finito com respeito a v, f|p = fr é finita em todos os pontos de F, por construcao.

3) Seja E € M o-finito com respeito a u. Mostremos que xg - f é p-quase integravel e fE fdp=v(E). Com
efeito:
e Se p(E) < oo, por iil) u(E) = Y per p(ENF). Entao Fp = {F € F : u(F N E) > 0} é enumerdvel.
Pomos By = Uper, ENF e Fs = E\ F;. Entao E; e Ey sao mensuraveis, u(E;) = ZFG}-E wFNE)=
w(E) e u(Ey) = u(E) — p(By) = 0. Como |v| < u, segue-se v*(Ey) = 0, portanto:

vE(E) = vE(By) + v (By) =vE(By) = Y vEENF) =

FeFg
= Y ke = Y [ -
FEFE Ferp’E
TCM
- [ fa= Y [ e
FeFp/EOF Ferg’E B

Assim, se v finita, segue-se [, fT du finita, e se v~ finita, [, f~ dp finita, de modo que f - xp é
p-quase integrével e v(E) = fE fdp.

e No caso geral, podemos escrever E como reunido de uma sequéncia disjunta (E,)pen <-M tal que
(Vn)u(Ey) < co. Entao, pelo item anterior:

st :Ocyi :OO + 4, TEM +
() =3 (5 Z:I/Ef dy /Ef dy

e, como no item anterior, conclui-se que f - xp é p-quase integrével e v(E) = [, fdp.
O

Sobre a unicidade da derivada de Radon-Nikodym no contexto dos exercicios anteriores, usaremos o seguinte:

LEMA 1. Sejam (X, M, u) espaco de medida semifinito e f,g : X — R quase integraveis e tais que (VE €
M) fEfdu = ngd,u. Entao f = g p-quase sempre.

Demonstragao. Seja A = {f < g}. Tem-se: A={-0< f<g<oo}U{—w=f<g<oo}U{-0<f<g=
ootU{—00 = f < g =00}. Mostremos que cada um desses conjuntos tem medida nula. Com efeito:

i) {—oo< f<g <o} =Unezmezrep{n < f<r<g<m}. DadosnmecZereQ,se{n<f<r<g<m}
tiver medida positiva, exite E € M contido nesse conjunto com 0 < u(E) < oo, pela semifinitude de p. Entéao
fE fdu<ru(E) < ngdu, chegando-se a uma contradigdo. Entdo {—oco < f < g < oo} tem medida nula.

i) {-o0 = f < g < 0} = Upegmez{—00 = f < r < g < n}. Se existirem r € Q e n € Z tais que
{—00 = f < r < g < n} tenha medida positiva, podemos tomar E € M de medida estritamente positiva e
finita nesse conjunto, de modo que fE fdu=—co<ru(E) < fE g du, chegando-se a uma contradicao. Entao
{—00 = f < g < o0} tem medida nula.



iii) Analogamente se prova que {—oco < f < g =00} e {—00 = f < g = oo} tém medida nula, portanto {f < g}
tem medida nula e, analogamente, {g < f} tem medida nula.

O

COROLARIO 1. A derivada de Radon-Nikodym definida no contexto da questao 14 é tinica u-quase sempre. A
derivada de Radon-Nikodym definida no contexto da questao 15 é dnica p-quase sempre quando restrita a um
mensuravel o-finito com respeito a p.

Demonstragdo. No caso da questao 14, isso é imediato a partir do lema, pois p é o-finita, portanto semifinita.
No caso da questdo 15: suponha que g : X — R seja outra funcdo mensuravel tal que, para todo £ € M
o-finito com respeito a p, xg - g é p-quase integravel e v(E) = ngdu. Entao, para todo E € M o-finito com
respeito a 4, xXg - g € Xg - f s@0 p-quase integraveis e fEfdu = ngdu. Portanto, dado £ € M o-finito com
respeito a u, para todo F' C E mensuravel, F' é o-finito com respeito a u, logo fF fdu = ngdu7 o que implica,
pelo lema, f =g p-q.s. em E. O



