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Questao 1-) Sejam V aberto em R™ e p medida boreliana finita em R™. Mostre que:

(i) OV é um boreliano;
(ii) se (Vo € R™)u(x + V) = 0, entdo a fungdo R™ — R dada por = — u(V + x) é continua.

Questao 2-) Sejam (X, M, u) espago de medida e (f,,)nen uma sequéncia de fungoes mensurdveis. Se (fy,)nen for
quase-uniformemente Cauchy (i.e. para todo € > 0, existe um mensurédvel de medida menor que € no complementar
do qual a sequéncia é uniformemente Cauchy), entdo (f,)nen é quase-uniformemente convergente.

Questao 3-) Sejam (X, M) um espago mensurdvel e (p,)neny uma sequéncia de medidas positivas em M tal
que, para todo F € M, para todo n € N, p,(E) < ppy1(E). Defina pp : M — [0,00] por p(E) = lim p, (E).
Mostre que:

(a) p é uma medida.
(b) se f € LY(u), entdo Vn € N, f € LY (uy) e [ fdu =lim [ fdpu,.

Questao 4-) Se f: R — R for crescente, entdo f(b) f 1t

Questao 5-) SeJa f:R™ — R Lebesgue integravel. Suponha que existam reais a < b tais que, para todo aberto
UCR" a-mU) < [, fdm <b-m(U). Mostre que a < f(x) < b para m-quase todo = € R™.

Questao 6-) Sejam 1 < p < 00, q expoente conjugado de p, f € LP(R™) e g € L9(R™). Mostre que é continua a
funcdo R™ — C dada por v — [ f(z + v)g(z) dz.

Questao 7-) Sejam (X, M, 1) espaco de medida e f : X — C mensurédvel. Defina a imagem essencial Ry de f
por Ry ={z € C:Ve>0,pu{zr € X :|f(x) — 2| < e} > 0}. Demonstre as seguintes afirmagdes:
(a) Ry é fechado.
(b) Se f € L>®(p), Ry é compacto e || f]|co = max{|z|: z € Ry}.
(c) Seja Ay = {ﬁ Jpfdu:EeMe0 < pu(E) < oo} Entao, se p é semi-finita, Ry estd contido no fecho
de Af.

Questao 8-) Sejam (X, M, ) espago de medida finito e f € L (). Mostre que:
(a) limpoo|| fllp = [1flloo-

p+1
o) tim S = 1)

Questao 9-) Sejam X LCH e p medida de Radon em X.

(a) Seja N a unido de todos os abertos U C X tais que u(X) = 0. Entdo N é aberto e p(N) = 0. O
complemento de N chama-se suporte de p (notacdo: supp p).

(b) = € supp p see para toda f € C.(X,[0,1]) tal que f(z) > 0, tem-se [ f du > 0.

(¢) Seja X a compactificagdo de Alexandrov (i.e. compactificagdo com um ponto) de um espago topoldgico
discreto. Se p é uma medida de Radon em X, entao supp p é enumeravel.

Questao 10-) Sejam (X, M, u), (Y, N,v) espacgos de medida o-finitos e f uma funcio M ® N -mensurdvel em
P 1/p
X x Y, positiva. Entao, para 1 < p < oo, as fungdes x — (ff x,y) dv(y )) ey (f flx,y)P d,u(a:)) séo

mensuraveis, e: [/ (/f(x’y) dy(y du l/p / /f z,y)? du( )) r dv(y).



