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Questao 1-) Seja (X, M) um espago mensuréavel. Denote por M™ o conjunto de todas as fungoes f : X — [0, 00)
mensuraveis. Seja L : MT — [0, 00] tal que

i) Va,b € [0,00), Vf,g € M*, L(af +bg) = aL(f) + bL(g);
ii) Se (fu)nen < MT e f, T f € MT pontualmente, entao L(f,) — L(f).

Mostre que existe uma tnica medida p em (X, M) tal que, para toda f € M™, L(f) = [ fdp.
Questao 2-) a) Seja (an)nen < R tal que > 7 |a,| < co. Defina (s,)nen por (Vn € N)s,, := > "}'_, ax. Mostre

que
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b) Seja f :[0,00) — R Lebesgue-integravel. Mostre que

Questao 3-) Seja G um grupo topoldgico Hausdorff localmente compacto com base enumeravel de abertos (caso
vocé nao saiba o que é um grupo topoldgico, veja o inicio do capitulo 11 do Folland). Uma medida de Haar a
esquerda 1 em G é uma medida boreliana ndo nula, finita nos compactos de G (i.e. uma medida de Radon em G)
e invariante por translagoes & esquerda, i.e. tal que

(VE € Be,Vg € G)ulg- E) = p(E).

Pode-se mostrar que uma tal medida existe e é tinica a menos de multiplicagao por constantes reais positivas
(a hipétese de G ter base enumerdvel de abertos ndo é realmente necesséria e a estamos assumindo apenas para
simplificar). Exemplos: R™ com a medida de Lebesgue, S' C R? com a medida definida na aula sobre integracio
em coordenadas polares, Z com a topologia discreta e a medida de contagem.

Fixe uma medida de Haar & esquerda pu em G e defina, dadas f,g € L*(u), o produto de convolucdo f g por

frgla) = /f(y)g(y’lx) du(y).
1) Mostre que f* g é uma fungao boreliana definida quase sempre, fxg € L}(u) e

1+ glle < 1f 1l gl

Conclua, em particular, que se ZZO:O an € ZZO:O b, forem séries absolutamente convergentes de nimeros com-
plexos, a série Y ° ¢, dada por

(Vn>0)cp = arbp_s (1)
k=0

é absolutamente convergente e Y- o|cn| < D0 fan] - Yoo bl
2) Sejam f,g,h € L1(1). Entao:

a) (fxg)xh=fx(gxh)
b) fxg=g=*f se G abeliano.



MATS5798 2

Questao 4-) Seja (X, M, p) um espago de medida completo. Dizemos que ¢ : X — C é uma fungéo simples
estendida se for mensurdvel e tiver imagem enumerdvel. Para uma fungdo f : X — [0, 00], ndo necessariamente
mensuravel, definimos:

e (integral superior) [ fdu:=inf{[¢du: p € LT simples estendida, ¢ > f q.s.} € [0, 0],
o (integral inferior) [, fdp :=sup{[¢du: ¢ € LT simples estendida, p < f q.s.} € [0, 00].
Prove (ou dé um contraexemplo):

a) Se [ f=/[ " f < o0, entdo f é mensurdvel e J f coincide com ambas as integrais superior e inferior (logo

fel(w).
b) Se f for mensurdvel, entdo [, f = [" f= [ f.

¢) O teorema da convergéncia mondtona vale para a integral superior, i.e. se (f,)nen for uma sequéncia de
fungoes a valores em [0, 00] (ndo necessariamente mensuraveis) que cresga pu-q.s. para f : X — [0,00] (nédo
necessariamente mensurdvel), entao [ R Ik * f. Analogamente, o lema de Fatou também vale para a integral
superior.

N . ~ ~ . ’ . *
d) Se (fn)nen for uma sequéncia de fungdes a valores em [0, 00| (ndo necessariamente mensurdveis) tal que [~ f, —
0, existe uma subsequéncia de (f,,)nen que converge p-quase uniformemente para zero.

e) Seja (fn)nen uma sequéncia de fungdes X — [0, oo]. Entao

/*ifnduzi/*fndm
/*gfndmi/*fndu.

f) Dada f: X — [0,00], seja ¢ : 2% — [0, 00] definida por 1(A) := [ fdu = [ xa fdp. Entdo ¢ é uma medida
exterior em X e M C o(%). Além disso, ¥(A) = 0 sempre que p(A4) = 0.



