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I) Integrais de Fungdes Positivas (continuagdo)

TEOREMA 1 (Lema de Fatou). Seja (f)nen < L*. Entao

/ansm/fn

COROLARIO 1. Se (fn)n < Lt e fu & f(e LT)
/f gm/fn

/f - /hmfn - /mfn Fa%"“m/fn

fimfn = lin, o /i

——
=9n

Prova:

Prova do Lema de Fatou:

Note que (gn)nen € sequéncia crescente em L1. Pelo TCM

/@fn:/llmgn = hm/gnghm/fn

Exercicio: (a integral ndo enxerga conjuntos de medida nula)

1) Dada f € LT,
/f:()@f:()u—q.s.

2) Dadas f,g € LT, sdo equivalentes:
(i) VE e M, fEf = ng
(i) f=g p-qs.

3) Nos teoremas de convergéncia (i.e., TCM, lema de Fatou e TCD, a ser visto) convergéncia pontual pode ser
substituida por convergéncia p-q.s.

Exemplo: se (fn)nen < LY, f € LT, fo }‘ [ was., entdao [ fo /[ f.

I.1) Integral de fungdes a valores em R
DEFINIGAO 1. Seja (X, M, ) espago de medida. Dada f : X — R mensurével, diz-se que:

o f & quase-integrdvel se [ f+ <ooou [ f~ < oo. Nesse caso, [ f= [ft—[[f.

o [ éintegrdvel se [ fT <oce [f7 < oo.
PROPOSIGAO 1. Com a notacdo acima, f: X — R mensurdvel ¢ integravel < |f| o for, i.e. [|f| < oc.
DEFINIGAO 2. Com a notagdo acima,

LM, R) = {f: X — R integravel}

PROPOSIGAO 2. Com a notagdo acima, £*(u, R) é R-subespago vetorial de R¥ e [-: £1(u,R) — R ¢ linear.

e Prova:



1. Se f,g € LY (1, R) e o, B € R,

af + Byl <lallf] +[Bllg]

. af + Bg é mensurdvel e

/Iaf+ﬂg| §/|a||f|+|6\lg| - |a|/|f|+\ﬁ|/\g| <0

o que mostra af + Bg € L (i, R) .-. L} (11, R) é R-subespaco de R¥X.
2. Afirmagdo: Ve € R, Vf € L (u,R), [¢f =c [ f. Com efeito:
(i) Se ¢ =0, trivial
(if) Se ¢ #0:
¥ Sec>0, (cf/Hif =cfT, (cf)” =cf~

* Se ¢ <0, (Cf) =[(=o)(=NT = (=) (=) =—cf7, (cf)” = —cfT (/)" = max{-f,0} =
—min{f,0} = f~, analogamente (—f)~ = f1.)
Assim, em qualquer dos casos, decorre da defnicao da integral e do fato de que a integral de fungao
positiva é positivamente homogénea que [cf =c [ f.

3. Afirmacao: Vf,g € L'(w,R), [(f+g)= [ f+ [g. Prova:

{f=f+—f_
9=9"—9g"
Seja h = f+ g, h=h* — h™. Tem-se:
Rt —h =" =)+ T —g ) eht+f +g =f"+g"+h

..,/h++/f‘+/ /f+ /g +/ (pois [ - é aditiva em L)
.~./h+_/h:(/f+_/f>+/g+_/g

I.2) Integral de fungles a valores em C

DEFINIGAO 3 (Integral de fungoes a valores em C). Sejam (X, M, u) espaco de medida e f : X — C mensurdvel.
[ diz-se integréavel se [|f] < occ.

PRrROPOSICAO 3. Com a notacao acima, f: X — C é integrdvel & Re f: X - ReIm f: X — R o forem.
e Prova: Basta observar que:
[/l < [Re fl+ [Im f| < 2|f]
(pois, Vz € C, |z| < |Re z| + |Im z| < 2|z]).

DEFINIGAO 4. Com a notagao acima, se f : X — C integrdvel,

/fi/Reeri/Imf

LMp) = LY (1, C) = {f : X — C integravel}

DEFINIGAO 5. Com a notagiao acima:

PROPOSIGAO 4. Com a notagdo acima, £!(u) é C-subespago vetorial CX e [-: £'(u) — C é linear.
e Prova:
1. Se f,ge LY (u) e a, B €C,
af + Byl < lallf] +15]lg]

Laf+Bg € L)
2. A linearidade decorre da linearidade da integral de fungdes a valores em R e da defini¢ao de [ - para
fungoes X — C.



PROPOSIGAO 5 (Desigualdade tringular integral). Com a notacio acima, se f € £L(u), entdo

‘/fdu‘ < [ 111dn

e Prova: Tome a = sgn ([ fdu) de modo que

[ san|=a [ gau= [ar= [re@n< [ire @pi™ " [
Prova de(x) : Vg: X — R integrdvel, /gz/g*—/gf S/g++/97 :/|9|

= Se [ fdu#0, [al =1 .. [laf| = [Ifl .| [ fdul < [If]
— Se [ fdu =0, entdo | [ fdu| =0 < [|fldu
I.3) Teorema da Convergéncia Dominada

TEOREMA 2 (da convergéncia dominada de Lebesgue). Sejam (X, M, i) espago de medida, (f,)neny < £1(11,C) e
f:X —Ctaisque f, 2> feJg: X — [0,00] € L () tal que (Vn € N) |f,| < g. Entdo, f € LYu) e [ fo— [ f.

e Prova:

1. E claro que f : X — C ¢é mensurdvel (pois f = lim f,,) e

|fl = [lim f,,| =1lim |f,| < g
~~

<
g /|f|</g<oog

el (p)

2. Resta verificar [ f,, — [ f, i.e., [Re fu — [Re fe [Im f, — [Tm f. Como Re f, BRe f e
Im f, & Im f e |Re fu| < ge|lm f,| < g basta provar o caso em que as funcdes tomam valores em R,
ie, (Vn) frn: X =R, fn 5L f:X—>Re (Yn) max{fn, —fn} = |ful < g. Entdo, Vn e N, g— f, >0e
g+ fn > 0. Logo, pelo lema de Fatou:

0 [ tmo-£) Zhm [~ )

=g+ hm(—fn) :\/—9:7]0"
(i) [t +£) Sim [+ 1)
=g+limf, e

S
forfrm(fo- ) forin(-f ) -

e, como, [ g < oo, segue: lim [ f, < [ f.

De (ii):
/g+/félim(/g+/fn>/g+lim/fn
o fr<im 1,
ﬁ/fns/fsmfn
o



o Exercicios: Fixe (X, M, u) espago de medida.
1. Se f: X — R integravel, {z € X : |f(z)] = oo} é nulo e {z € X : f(x) # 0} é o-finito.
2. Se f: X — C integrével, {z € X, f(x) # 0} é o-finito.
3. A integral “nao enxerga conjuntos nulos”, i.e.:

(i) Dadas f,g: X — C integrédveis, sdo equivalentes:

(a) [If—gl=0
(b) VE e M, fEf:ng
(c) f=g p-as.

(ii) No teorema da convergéncia dominada, podemos substituir convergéncia pontual por convergéncia
U-q.s., i.e., se

(fn)nen sequéncia de fungdes mensuraveis X — C
f+ X — C mensuravel

fn = f p-as.

g € L) e (Vn) |ful < g p-as.

entdo [ f, = [ f.
4. A integral é compativel com restrigoes:
EeM
M|g={F e M|F C E}

ple : M|g — [0, 00]
Fe p(F)

Tome

Se f: X — C for integravel em E ie. X - f € L' (), entdo f|p € L' (ulp) e [, fdu= [ fled(u|e).



