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I) Aplicaç~oes Mensuráveis (continuaç~ao).

I.1) Funç~oes Simples

Definição 1. Sejam X um conjunto e A ⊂ X

χA : X → R

x 7→
{

0 se x /∈ A
1 se x ∈ A

chama-se indicatriz ou função caracteŕıstica de A.

• Exerćıcio: Se (X,A) espaço mensurável e A ⊂ X, A ∈ A ⇔ χA mensurável.

Definição 2. Seja (X,A) espaço mensurável. Uma função em X diz-se simples se for uma combinação linear
finita, com coeficientes em C, de funções caracteŕısticas de mensuráveis (i.e., uma função da forma

∑n
i=0 ciχAi

,
com (Ai)0≤i≤n ≺ A).

• Ideia: Sejam (X,A, µ) espaço de medida e φ =
∑n
i=0 aiχAi

simples. Definiremos∫
φdµ =

n∑
i=0

ai µ(Ai)

e, para f : X → C mensurável, definiremos
∫
fdµ aproximando f por funções simples.

Proposição 1. Sejam (X,A) espaço mensurável e φ : X → C. Então, são equivalentes:

(i) φ é simples.

(ii) φ é mensurável e Imφ é finita.

• Prova:

– (i)⇒(ii) é claro.

– (ii)⇒(i) Seja φ mensurável.

Imφ = {c0, c1, ..., cn}︸ ︷︷ ︸
2 a 2 distintos

Então

φ =

n∑
j=0

cj χφ−1({cj})︸ ︷︷ ︸
(∗)

∴ φ é simples

Definição 3. Com a notação acima, (∗) chama-se representação padrão de φ.

Corolário 1. Se f, g simples e α ∈ C, então f + g, f · g, αf também são simples.

Teorema 1 (Aproximação de funções mensuráveis por funções simples). Fixe (X,A) espaço mensurável.

(a) Seja f : X → [0,∞] mensurável. Existe (φn)n∈N sequência crescente de funções simples X → [0,∞] tal que

φn(x)↗ f(x), ∀x ∈ X. Além disso, se A ⊂ X tal que Im f |A é limitada em R, então φn|A
u−→ f |A.

(b) Seja f : X → C mensurável. Existe (φn)n∈N sequência de funções simples X → C tal que:

(i) (∀n ∈ N) |φn| ≤ |φn+1| ≤ |f |.
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(ii) φn
p.−→ f e, ∀A ⊂ X tal que f |A limitado, φn|A

u.−→ f |A.

• Prova:

(a) Tome, ∀n ∈ N

φn : X → [0,∞)

x 7→

 k2−n se k2−n < f(x) ≤ (k + 1)2−n para k ∈ {0, ..., 22n − 1}
2n se 2n < f(x)
0 se f(x) = 0

i.e. φn =

22n−1∑
k=0

k2−nχ{k2−n<f≤(k+1)2−n} + 2nχ{f>2n}

A sequência (φn)n∈N assim definida cumpre as condições do enunciado, o que decorre dos seguintes
fatos:

1) (∀n ∈ N) 0 ≤ φn ≤ φn+1 ≤ f (verifique!)

2) Se x ∈ X é tal que f(x) =∞, φn(x) = 2n →∞ = f(x)

3) Se x ∈ X e n ∈ N são tais que f(x) ≤ 2n, tem-se 0 ≤ f(x)−φn(x) ≤ 2−n (verifique que isso implica
φn(x)→ f(x) e a convergência é uniforme onde f é limitada, a valores em R)

(b) Tome ϕ± = (Re f)±, ψ± = (Im f)±. Tome (ϕ±n )n∈N, (ψ±n )n∈N sequência de funções simples: X →
[0,∞) obtidas aplicando-se (a) para ϕ± e ψ±, respectivamente. Verifique que (φn)n∈N dada por (∀n)

φn = (ϕ+
n − ϕ−n ) + i(ψ+

n − ψ−n )

satisfaz o enunciado em (b).

• Exerćıcio: Sejam (X,M) espaço mensurável, f : X → [0,∞] mensurável, (rn)n∈N ≺ (0,∞), rn → 0 e∑∞
i=1 ri =∞. Então, ∃(An)n∈N ≺M tal que

∑∞
n=1 rnχAn

= f .
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