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I) Aplicagdes Mensuraveis (continuag3o).

I.1) Fungdes Simples
DEFINIGAO 1. Sejam X um conjunto e A C X

X4: X =R

. 0 sex¢ A
r 1 sexeA

chama-se indicatriz ou fung¢do caracteristica de A.
e Exercicio: Se (X,.A) espaco mensuravel e A C X, A € A< X, mensurdvel.

DEFINIGAO 2. Seja (X,.A) espaco mensurdvel. Uma fun¢ao em X diz-se simples se for uma combinagdo linear
finita, com coeficientes em C, de fungoes caracteristicas de mensurdveis (i.e., uma fungio da forma Z?:o ¢i Xa,
com (Ai)Ogign < .A)

e Ideia: Sejam (X, A, p) espago de medida e ¢ = > 1" a; X 4, simples. Definiremos

/fbdu = aip(Ai)
1=0

e, para f : X — C mensurdvel, definiremos | fdu aproximando f por fungdes simples.
PROPOSIGAO 1. Sejam (X, .A) espaco mensurdvel e ¢ : X — C. Entao, sdo equivalentes:
(i) ¢ é simples.
(ii) ¢ é mensuravel e Im ¢ é finita.
e Prova:
— (i)=(ii) é claro.
— (ii)=-(i) Seja ¢ mensurdvel.

Im¢ = {co, 1, ...y}

2 a 2 distintos

Entao

6= ¢ Xp1({e,
3=0

()

.. ¢ é simples
DEFINIGAO 3. Com a notagdo acima, (x) chama-se representacdo padrdo de ¢.
COROLARIO 1. Se f, g simples e o € C, entao f + g, f - g, af também sdo simples.
TEOREMA 1 (Aproximagao de fungbes mensurdveis por fungoes simples). Fixe (X,.A4) espago mensurdvel.

(a) Seja f: X — [0,00] mensurdvel. Existe (¢, )nen sequéncia crescente de fungoes simples X — [0, 0o] tal que
dn(x) 7 f(2), Vo € X. Além disso, se A C X tal que Im f|4 é limitada em R, entdo ¢,|a — f|a.

(b) Seja f: X — C mensurdvel. Existe (¢, )nen sequéncia de fungoes simples X — C tal que:

(i) (Vn € N) [gn| < [Pna| < |f].



(ii) ¢n 25 f e, VA C X tal que f|4 limitado, ¢n|a —> f|a.
e Prova:

(a) Tome, Vn € N

O X — [Oa OO)
k27" se k27" < f(x) < (k+1)27" para k € {0,...,2%" — 1}
x— < 2" se 2" < f(x)
0 se f(z) =0
22n_1
e dn= > k27" Xpuncr<pinery T2 Xqymon
k=0

A sequéncia (¢, )nen assim definida cumpre as condigbes do enunciado, o que decorre dos seguintes
fatos:

1) (Vn €N) 0 < dp < dpy1 < f (verifique!)

2) Sex € X étal que f(x) = 00, ¢p(x) =2" — 00 = f(x)

3) Sex € X en € Nsao tais que f(z) < 27, tem-se 0 < f(z) — ¢ (z) < 27" (verifique que isso implica
on(x) = f(x) e a convergéncia é uniforme onde f é limitada, a valores em R)

(b) Tome p* = (Re f)*, v = (Im f)*. Tome (¢ )nen, (¥ )nen sequéncia de fungdes simples: X —
[0, 00) obtidas aplicando-se (a) para ¢* e 1, respectivamente. Verifique que (¢,,)nen dada por (¥n)

n = (P — @) + i — )
satisfaz o enunciado em (b).

e Exercicio: Sejam (X, M) espago mensurdvel, f : X — [0,00] mensurdvel, (r,)neny < (0,00), 7, — 0 e
oo, 7 = oo. Entdo, 3(A,)nen < M tal que > 07y Xa, = [



