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I) Medidas de Radon em R (continuaç~ao).

I.1) Propriedades de regularidade das medidas de Lebesgue-Stieltjes. Sejam:

• F : R→ R crescente e cont́ınua à direita

• µ0 : A(H) → [0,∞] induzida por F (i.e., µ0 = (∪̇ki=0Ii) =
∑k
i=0 `(Ii) onde `(Ii) = F (bi) − F (ai) se

Ii = (ai, bi])

• µ∗ medida exterior induzida por µ0, i.e.

∀E ⊂ X, µ∗(E) = inf

{ ∞∑
n=1

µ0(An) : (An) ≺ A com E ⊂ ∪nAn

}

• MF = σ(µ∗)

Proposição 1. Com a notação acima, tem-se

(i) ∀E ⊂ X,µ∗(E) = inf{µF (U) : E ⊂ U
ab
⊂ R}.

(ii) ∀E ∈MF , ∀ε > 0 ∃U
ab
⊂ R tal que U ⊃ E e µ(U|E) < ε.

(iii) ∀E ∈MF , ∀ε > 0 ∃G ⊂ E fechado tal que µF (E|G) < ε.

(iv) ∀E ∈MF , µF (E) = sup{µF (K) : K ⊂⊂ R e K ⊂ E}.

Proposição 2. Com a notação acima, seja A ⊂ R. São equivalentes:

(i) A ∈MF .

(ii) ∃U ∈ Gδ|U ⊃ A e µ∗(U\A) = 0.

(iii) ∃F ∈ Fδ|F ⊂ A e µ∗(A\F ) = 0.

Proposição 3. Com a notação acima, seja A ∈ MF com µF (A) < ∞. Então, ∀ε > 0 existe J ⊂ R|J é união
finita disjunta de intervalos abertos de medida µF finita e µF (A∆J) < ε.

I.2) Propriedades da medida de Lebesgue. Se F = idR, L .
= MF é a σ-álgebra de Lebesgue e m

.
= µF :

L → [0,∞] é a medida de Lebesgue. Conforme visto acima, (R,L,m) é o completamento de (R,BR,m). Além
disso, BR & L & P(R)

Proposição 4. Com a notação acima, considere, ∀r ∈ R, τr, µr : R→ R dadas por, respectivamente, x 7→ x+ r
e x 7→ rx. Tem-se:

(i) ∀A ∈ L : A+ r
.
= τr(A) ∈ L e m(A+ r) = m(A)

(ii) ∀A ∈ L, rA .
= µr(A) ∈ L e m(rA) = |r|m(A)

Prova:

(i) Se A ∈ BR, A + r = τr(A) ∈ BR (pois (τr)
−1 = τ−r é cont́ınua e A + r = (τ−r)

−1(A) ∈ BR). Além disso,
m(A+ r) = m(A), com efeito:

– Tome

ν : BR → [0,∞]

D 7→ m(D + r)

então ν é uma medida (pois ν(∅) = 0 e se (An)n ≺·BR,

ν

(⋃̇
n
An

)
= m

((⋃̇
n
An

)
+ r

)
= m

(⋃̇
n
(An + r)

)
=

∞∑
n=1

m(An + r) =

∞∑
n=1

ν(An))

e ν coincide com m em (a, b], ∀a, b ∈ R com a < b
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– Pela unicidade anteriormente vista, conclui-se que ν = m|BR . em particular, se N ∈ BR e m(N) = 0,
m(N + r) = 0. Ora, seja A ∈ L. Existem Ã ∈ BR e Ñ ⊂ R|∃N ∈ BR com Ñ ⊂ N , m(N) = 0 e
A = Ã ∪ Ñ (pois L é o completamento de BR com respeito a m). Então:

τr(A) = τr(Ã)︸ ︷︷ ︸
∈BR

∪ τr(Ñ)︸ ︷︷ ︸
⊂τr(N)

e m(τr(N)) = m(N) = 0

∴ τr(A) ∈ L e m(τr(A)) = m(τr(Ã)) = m(Ã) = m(A)

(ii) Se r = 0, a afirmação é trivial. Suponha r 6= 0, então µr : R → R é homeomorfismo com inversa, µ1/r

e, pelo mesmo argumento de (i), conclui-se que se A ∈ BR, rA = µr(A) ∈ BR e, tomando

ν : BR → [0,∞]

D 7→ 1

|r|
m(rD)

então ν é uma medida e, ∀a, b ∈ R com a < b,

ν((a, b]) =
1

|r|
m(r(a, b])︸ ︷︷ ︸

=


br − ar

r
= b− a se r > 0

ar − br
−r

= b− a se r < 0

= m((a, b])

∴ ν = m|BR

Assim, ∀A ∈ BR,

m(A) =
1

|r|
m(rA)⇔ |r|m(A) = m(rA)

O resto é idêntico a (i)

II) Aplicaç~oes Mensuráveis (continuaç~ao).

Proposição 5. Seja (un)n∈N sequência de funções mensuráveis (X,A) → R. Então g1
.
= supn∈N un, g2

.
=

infn∈N un, g3
.
= limun e g4

.
= limun são mensuráveis.

• Observação:

sup
n∈N

un : X → R

x 7→ sup{un(x), n ∈ N}
limun : X → R

x 7→ limun(x) = inf
k∈N

sup
n≥k

un(x)

• Prova:

(i) ∀a ∈ R

g−11 ((a,∞]) =
⋃
n∈N

u−1n ((a,∞]) ∈ A

Isso mostra que g1 é mensurável.

(ii) ∀a ∈ R

g−12 ([−∞, a)) =
⋃
n∈N

u−1n ([−∞, a)) ∈ A

∴ g2 é mensurável.

(iii) Para g3, aplica-se (i) e (ii) em cascata, para g4, aplica-se (ii) e (i) em cascata.

Corolário 1. Se f, g : (X,A)→ R mensurável, max{f, g} e min{f, g} são mensuráveis.
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Corolário 2. Seja (fn)n∈N sequência de funções mensuráveis (X,A) → C pontualmente convergente para f :
X → C. Então f é mensurável.

• Prova: Ref = limn→∞Refn é mensurável X → R ∴ é mensurável X → R. Analogamente, Imf é mensurável,
donde f é mensurável.

Definição 1 (partes positiva e negativa de uma função). Sejam (X,A) espaço mensurável e f : X → R.

f+
.
= max{f, 0}

f−
.
= max{−f, 0} = −min{f, 0}

Note que f = f+ − f− e |f | = f+ + f−, e que f : X → R é mensurável see f+ e f− o forem.

• Observação: Uma decomposição similar para f : X → C é a decomposição polar, i.e. f = (sgnf) · |f |, onde
sgn : C→ C é a função mensurável dada por

sgn(z) =

{ z

|z|
z 6= 0

0 cc

Note que f é mensurável see sgn f e |f | o forem.

II.1) Funç~oes Simples.

Definição 2. Sejam X um conjunto e A ⊂ X

χA : X → R

x 7→
{

0 se x /∈ A
1 se x ∈ A

chama-se indicatriz ou função caracteŕıstica de A.

• Exerćıcio: Se (X,A) espaço mensurável e A ⊂ X, A ∈ A ⇔ χA mensurável.
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