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I) Medidas de Radon em R (continuagé&o).

I.1) Propriedades de regularidade das medidas de Lebesgue-Stieltjes. Sejam:
e [': R — R crescente e continua a direita

o 1o o A(H) — [0,00] induzida por F (ie., po = (Ul_oLi) = S35, £(I;) onde £(I;) = F(b;) — F(a;) se
I; = (ai, bi])

e 1 medida exterior induzida por py, i.e.

VE C X, u*( 1nf{Zu0 %AcomECUA}

o Mp =o(y)

PROPOSIGAO 1. Com a notagdo acima, tem-se
ab
(i) VE C X, p*(E) =inf{upr4) : ECU C R}.

(i) VE € Mp, Ve >0 U ER tal que U S E e p(U|E) < e.

(ili) VE € Mp, Ve > 0 3G C E fechado tal que ur(E|G) < e.

(iv) VE € Mp, up(E) =sup{pr(K): K CCRe K C E}.
PROPOSIGAO 2. Com a notagdo acima, seja A C R. Sao equivalentes:

(i) Ae Mp.

(ii) 3U € Gs|Ud D A e p*(U\A) = 0.

(iil) IF € F5|F C Ae u*(A\F) =0.
ProprOsI¢AO 3. Com a notagdo acima, seja A € Mp com pp(A) < co. Entdo, Ve > 0 existe J C R|J é unido

finita disjunta de intervalos abertos de medida pp finita e pp(AAJ) < €.

I.2) Propriedades da medida de Lebesgue. Se F' = idr, L = Mp é a o-algebra de Lebesgue e m = up :
L — [0,00] é a medida de Lebesgue. Conforme visto acima, (R, L, m) é o completamento de (R, Bg,m). Além
disso, Br & £ & P(R)

PROPOSICAO 4. Com a notagao acima, considere, Vr € R, 7, 1, : R — R dadas por, respectivamente,  — x + 7
e x — rx. Tem-se:

() VAe L:A+r=1.(A) e Lem(A+71)=m(A4)
(ii) VAe L,rA = p.(A) € L e m(rA) = |rjm(A
Prova:

(i) Se A € Bg,A+r = 7,.(A) € Bg (pois (1,)"t = 7_, é continua e A+ 7 = (7_,)"}(A) € Br). Além disso,
m(A +r) = m(A), com efeito:

— Tome

v:Br — [0, 0]
Dw—m(D+r)

entdao v é uma medida (pois v(f)) = 0 e se (A,)n < Bg,

V<UnAn)—m(<UnAn>+r)—m(U (A, —H") i (A, +T):i’/(f4n))

n=1 n=1

e v coincide com m em (a,b], Va,b € R com a < b



— Pela unicidade anteriormente vista, conclui-se que v = m|s,. em particular, se N € Bg e m(N) = 0,
m(N +17) = 0. Ora, seja A € L. Existem A € Bg e N C R|3N € Bg com N C N, m(N) =0e
A= AUN (pois L é o completamento de Bg com respeito a m). Entéao:

7(4) = (AU (N) e m(r(N)) =m(N) =0
S~ =
€Br CTT(N)

. 1(A) € L e m(r.(A)) = m(r-(A)) = m(A) = m(A)

(ii) Se r = 0, a afirmacdo ¢ trivial. Suponha r # 0, entdo p, : R — R é homeomorfismo com inversa, i1,
e, pelo mesmo argumento de (i), conclui-se que se A € Bgr, rA = pu,.(A) € By e, tomando

v:Br — [0, 0]

1

D +— —m(rD)
7|

entao v é uma medida e, Va,b € R com a < b,
1
v((a,b]) = mm(r(a,b]) = m((a, b])
—_———
br —ar
=b—aser>0

_ r
ar — br
=b—aser<0

T

V= m|BR

Assim, VA € Bg,
1
m(A) = mm(rA) & |rlm(A) = m(rA)

O resto é idéntico a (i)

II) Aplicagdes Mensuraveis (continuagdo).
PROPOSIGAO 5. Seja (un)nen sequéncia de fungdes mensurdveis (X,.A) — R. Entdo g1 = Sup,eyUn, g2 =
infen Upn, g3 = limu, e g4 = lim u,, S840 mensuraveis.

e Observagao:

supun : X - R
neN

x — sup{u,(z),n € N}
limu, : X > R
— limu, (z) = inf n
x = limuy, () lirelN,S}g)cu (x)

e Prova:
(i) Va e R
g1 ((a,00]) = | un ' ((a,00]) € A

neN

Isso mostra que g; é mensuravel.
(ii) Va € R
95 ([~00,a)) = | J uy ' ([~00,0)) € A

neN

.. g2 € mensuravel.
(iii) Para g3, aplica-se (i) e (ii) em cascata, para g4, aplica-se (ii) e (i) em cascata.

COROLARIO 1. Se f,g: (X,.A) — R mensurdvel, max{f, g} e min{f, g} sdo mensuréveis.



COROLARIO 2. Seja (fy)nen sequéncia de fungoes mensurdveis (X,.4) — C pontualmente convergente para f :
X — C. Entao f é mensuravel.

e Prova: Ref = lim,,_,o Ref, é mensurdvel X — R .. é mensurdvel X — R. Analogamente, Imf é mensuravel,
donde f é mensuravel.

DEFINIGAO 1 (partes positiva e negativa de uma funcio). Sejam (X, .A) espaco mensurdvel e f : X — R.

fT = max{f,0}
f~ =max{—f,0} = —min{f,0}

Note que f = ft — f~e|fl|=ft+ f,eque f: X — R é mensurdvel see f* e f~ o forem.

e Observagdo: Uma decomposicao similar para f : X — C é a decomposicdo polar, i.e. f = (sgnf) - |f|, onde
sgn : C — C é a fungao mensurdvel dada por

sgn(z)—{ m 270
0

ce
Note que f é mensurédvel see sgn f e |f| o forem.

II.1) Fungdes Simples.

DEFINIGAO 2. Sejam X um conjunto e A C X

X4: X =R

. 0 sex¢ A
* 1 sexeA

chama-se indicatriz ou func¢do caracteristica de A.

e Exercicio: Se (X, .A) espago mensuravel e A C X, A € A< X, mensuravel.



