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Notas da Aula 4 (11/3)
I) Construcdo de Medidas (continuag3o)

DEFINIGAO 1. Seja p* : P(X) — [0, 00] medida exterior. Digo que A C X é u*-mensurdvel se for cumprida a
condicao de Carathéodory:

VEC X, p*(E) = p*(ENA)+ p*(ENA°)  (CA)

OBSERVAGQAO.  Em vista da subaditividade enumerdvel de p*, (CA) é equivalente a: VE C X : pu*(E) <
o0, u*(E) > p*(ENA) + p*(E N A°).
TEOREMA 1 (teorema de Carathéodory). Sejam X um conjunto, p* : P(X) — [0, oc] medida exterior. Entao:
(i) o(p*) ={F C X|E p*-mensurdvel} é uma o-algebra e p*|;(,+) ¢ uma medida.
(ii) VE C X|p*(E) = 0, tem-se E € o(p*). Em particular, u*|,(,«) é completa.
DEFINIGAO 2. 1*|,(,+) chama-se medida induzida por u*.

TEOREMA 2 (teorema de extensao de Carathéodory). Seja g : A — [0, 00] medida numa algebra A C P(X) e
w* :P(X) — [0, 00] induzida por pg. Entao:

(a) u*la = po
(b) AcCo(p)

(c) o(A) C o(p*) e p*|,(a) ¢ uma medida que estende p. Além disso, se v : o(A) — [0, 00] for outra medida
que estende jug, v < p*[5(4), ie., VE € 0(A), v(E) < p*(E). Vale a igualdade se p*(E) < oo. Finalmente,
se po : A — [0, 00] for o-finita (1e 3(An)n < A tal que Uy A, = X e (V) po(Ay,) < 00), entdo v = p*[y(4)
(em outras palavras, a extensao u*|,(4) ¢ tinica).

e Pergunta: Com a notacio acima, qual a relagao entre (X, 0(A), u*|5(a)) (1) e (X, 0(p*), ¥ |o(ue)) (2)7
e Resposta:
— Se pp : A — [0, 00] for o-finita, (2) é o completamento de (1).

— No caso geral, (2) é o saturamento (vide definigdo no exercicio 16 da lista 3) do completamento de (1).

II) Medidas de Radon em R.

DEFINIGAO 3. Dado (X, 7) espago topoldgico, uma medida boreliana em X é uma medida u : Bx — [0, oo].

e Queremos: Caracterizar as medidas borelianas em R finitas nos compactos de R. Estas coincidem com as
medidas de Radon em R.

e Ideia: Seja p: Br — [0, 00] medida finita. Tome
F:R—=R

z = p((—o0, )

e [ é crescente e continua a direita. Isso decorre da monotonicidade e da continuidade para baixo da medida.

e Partiremos de F' : R — R crescente e continua a direita e tentaremos obter uma medida boreliana a partir
de F.

DEFINIGAO 4. Seja H = {(a,b] N R|a,b € R e a < b}. Os elementos de H chamam-se h-intervalos.

e Note que, se a = b, o intervalo é o conjunto vazio, logo ) € H. Além disso, H é uma semi-algebra (em
particular, é uma familia elementar). Portanto, a dlgebra A = A(H) gerada por H é dada por

A={ULoJi :neN, (Ji)o<i<n < H}



e Tome F : R — R crescente e continua & direita. Definimos F(+00) = lim, 4o F(z) € R e F(—00) =
lim,,—, — oo F'(z) € R. Pomos:

¢:H — [0,00]
(a,b] "R+ F(b) — F(a)

e Note que £ estd bem definida, i.e. ndo ocorre co — co. Além disso, se F' for a identidade, £ é igual a b — a,
i.e. o comprimento do intervalo. Quero estender a £ a uma medida em A, a qual serd subsequentemente
estendida a uma medida em o(A) = Bg através do teorema de extensdo de Carathéodory. Defina:

po + A — [0, 0]
Ui di = D L(J
=0

e Afirmacao: ug estd bem definida e é finitamente aditiva.
— Bem definida significa:
=l = zgé(Ji) = ka(Ik.)
i= =0

LEMA 1. Se J = (a,b] NR h-intervalo e {J; = (a;, b;] N R}o<i<n < H forem tais que J = U, J;, entdo

n

w) =3 U

i=0 NS
=F(b)—F(a) =F(bi)—F(a;)
e Prova: Existem 14g,41,- - ,%, tais que

a:ai0<bi0:ail<bi1:ai2<~~<b-

Entao,

= F(bl i 1
= F(bi, )= F(ai, ) =((a,b]) = £(])
—~~
=b =a
e Prova da afirmagcao:
> ) =3 D ULNL) =YY UIinT) =Y 1)
=0 e T i=0 k=0 k=0 i=0 k=0
=2 o L(JiN ) (%) —_———

={(I}) pelo lema

(x) pelo lema e Vi € {0,--- ,n}, J; = Uk—OJi NIy

— Para verificar p finitamente aditiva: tome (Jx)o<kp<n <.A. Para cada k,
ng

Jp = U, If

=0~

Entao
. -
k Tk = Uk OU OI;C
(U Jk) = Zuo (If)

k=0 i=0

po(Jk)



e Agora verifiquemos que pg é o-aditiva:
LEMA 2. Sejam J € H e (Jn)nen < H| Upen Jp = J. Entao po(J) = >0 po(Jn)-

Demonstragio. 1. > 07 puo(Jn) < po(J). Com efeito, basta observar que a aditividade finita de y implica

monotonicidade, dai, para todo k € N, Zﬁ:o po(Jn) = NO(UZ:()Jn) < po(J), donde a desigualdade afirmada
(fazendo k — 00).

2. po(J) < 32021 (In)
Caso 1: J = (a,b] com a < b reais. Para cada n € N seja J,, = (ay, by] com a,, < b, reais. Dado € > 0:

a) Escolha § > 0|F(a+ 6) — F(a) < € (existe, pela continuidade & direita da F)
b) Para cada n € N, escolha §,, > 0 tal que

F(b, +0,) — F(b,) < 2~ (n+¢

de modo que
> F(by+6,) = F(by) < ¢
n=1

e portanto,

Z [F' (b + 6) — F(an)] < Z[F(bn) — F(an)] +¢
n=1

=[F(bntdn)—F (b +[F(bp)~Fan)] "=

Da cobertura aberta {(an, by, + 6,)}nen do compacto [a + §,b] podemos extrair uma subcobertura
finita, digamos, {(an, bn +06,) }nea onde A C N finito. Podemos, reduzindo A se necessario, assumir
que, se n #mem A, (an, by +06n) € (m, by + 6m) € que Vn € A, (ap, by, +0)N[a+6,b] #0. Além
disso, podemos escolher uma enumeracao (ng, ...,ng) de A, k = #A, de modo que A = {n,;,1 <j <
k)}eVie{l,...k =1}, an,,, € (n,,bn, +0n;). Assim, temos:

F()—F(a)=[F()—F(a+0)]+[F(a+6)—F(a)] <F(b) — Fla+0)+e <

<e
< F(bn, +6,,) — F(an,) te<
F creZcente =
= F(bnk + 57%) - F(a’nk) + Z [F(a’nj+1) - F(a’ﬂj)}
=1 < F(bp;+6n,)—F(an,)
1

F' crescente

Como ¢ > 0 foi tomado arbitrariamente, segue-se F(b) — F(a) < Y. | [F(b,) — F(a,)]. Como ja
provamos a outra desigualdade, segue “=".

Caso 2: J = (—00,b], b € R. Seja (Jn)nen < H|J = Upendn. J& sabemos Y 07 po(Jn) < po(J).
Por outro lado, tome M € R < b. Tem-se

(M7 b] = UTLEN (M7 b} N J"l
—_———

€H
Pelo caso 1,segue
n=1 n=1
CJTL
SHU(JTL)



Tomando limp;_, ., conclui-se que

F(b) — F(—00) < ;,U/O(Jn)

=po(J)

Caso 3: J = (a,+00] NR é andlogo ao caso 2, tomando M € R > a e olhando para (a, M]
Caso 4: J =R = (—o0,00] NR. Tome a € R, de modo que J = (—o0,a]U(a,+0), e aplique os
casos 2 e 3 para cada um desses subintervalos. Fim da prova do lema.

O

Prova da o-aditividade de po. Sejam A € A(H) e (Ap)nen < A(H) tais que A = UpenAy,. Fuo(A) = D07 po(An).
Tome (I;)o<i<k <-H|A = Ufzofi. Como cada A, ¢é reuniao finita disjunta de h-intervalos, podemos tomar
(Jn)nen = H enumeragao dos h-intervalos que aparecem na decomposigao dos A,,’s em reunido finita disjunta de
h-intervalos (para cada n fixo escolhemos e fixamos tal decomposigdo). A aditividade finita de pg implica:

o0 o0
D no(An) = o(Jn)
n=1 n=1
Por outro lado:
k ko oo k 0o
po(A) = wo(l) = D > wo(Lindn) =Y "> wo(Linda) = > uo(Jn)
1=0 T i=0 n=1 n=1:=0 T n=1
(*) ()
I; = UnEN IL;nNJy
(*) por cH
+ lema 2
Jo=UJ.NT;
(*%) por o

+ po finitamente aditiva

Conclusio:

po(A) = no(Jn) =D 1o(Ay)

n=1 n=1

Com isso, fica demonstrada a seguinte:
PRrROPOSIGAO 1. Com a notacao acima, g estd bem definida e é uma medida na dlgebra A.

Pela proposicao, po : A — [0, 00] é uma medida na élgebra A = A(H) gerada por H. Pelo teorema de extenséao
de Carathéodory, existe, pois uma medida pup : Bg — [0, 00] que estende pg. Isso prova parte do seguinte:

TEOREMA 3 (caracterizagao das medidas de Radon em R). Seja F': R — R crescente e continua & direita. Entao:
(i) existe uma tinica medida boreliana pp tal que Va,b € R com a < b, pup((a,b]) = F(b) — F(a). Além disso,

a) pup é finita nos compactos

b) Se G : R — R crescente e continua & direita up = e see F' — G constante.

(ii) Reciprocamente, se u : Br — [0, 00] medida finita nas compactos, existe F' : R — R crescente e continua a
direita tal que p = pup.

e Prova:

(i) J4 provamos a existéncia. Provaremos a unicidade: Seja p : Bgr — [0, 0o] medida tal que Va,b € R com
a <b, p((a,b]) = F(b) — F(a) (x). F p = ur (sendo a pup construida ela proposi¢ao anterior mais o
teorema de extensao Carathéodory). Ora, para todo J € H, pur(J) = p(J), pois:

* Se J limitado, i.e. J = (a,b] com a < b reais, isso é claro, por ().



* Se J nao limitado, podemos escrever J = UpenJy, com (Vn)J, € H e J, limitado

ull) = Y pld) = e () = pr(J)
T n=1 T n=1 T
w medida por () wr medida
Entao, se A € A(H), pondo a = U'_,J;
k
pr(A) =" = pr(Ji) = u(A)
i:OW

Conclusao: u|4 = pr|a = po. Como g é o-finita (pois R = Upez(n,n+1] e po((n,n+1]) = F(n+
1)—F(n) < 00), a unicidade no teorema de extensao de Carathéodory garante yu = pp : Bg — [0, 0o].
Esta provada, pois, a unicidade. Além disso:

— E claro que pp é finita nos compactos: se K cC R, Ja,b € R|K C (a,b] ", pp(K) < pp((a, b)) < oo

— Se G : R — R crescente e continua a direita:

1. Se pup = pg, Va,b € Rla < b,
F(b) — F(b) = pr((a,b]) = pe((a,b]) = G(b) — G(a)

.. F — G é constante
2. Se F' — (G constante, entao pp e pug coincidem em todo J € H com J limitado .. up = pg

(ii) Tome F : R — R dada por

L w((0,z])  sex>0
F= { —pu((2,0]) sex <0

Entéo, F estd bem definida (pela finitude de p dos compactos), F' é crescente (pela monotonicidade
de p) e Fé continua a direita (pela continuidade para baixo de p, por exemplo, se z > 0 e x, \, «,
F(zyn) = p((0,2,]) = p((0,2]) = F(z)). Como p e pup coincidem nos h-intervalos limitados, segue-se
(de (i) = pr : Br — [0, 00].

e Observagao 1: A mesma construcao feita anteriormente pode ser reproduzida para h-intervalos da forma
[a,b) "R e F: R — R crescente e continua & esquerda.

e Observagdo 2: Dada F': R — R crescente e continua a direita, seja pg : A(H) — [0, o0] medida induzida por
F' conforme foi feito anteriormente. O teorema de extensao de Carathéodory fornece mais que uma medida
boreliana pp : Bg — [0, 00], fornece uma medida pp : Mp = o(p*) — [0,00] a qual é o completamento de
pr : Br — [0, 00] (pois po : A(H) — [0, 00] é o-finita).

DEFINIGAO 5. Com a notacao acima, up : Bg — [0,00] ou pp : Mp — [0,00] chama-se medida de Lebesgue-
Stieltjes induzida por F'. Se F' = idr, ur chama-se medida de Lebesgue, e denota-se por m. £ = Mp chama-se
o-algebra de Lebesgue.

e Observagao: Br & L G P(R)

e L é o completamento de Bg com respeito a medida de Lebesgue.



