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I) Fungdes de Variagio Limitada (cont.)

TEOREMA 1 (caracterizacdo das medidas complexas em (R, Bg)). Seja p uma medida complexa em (R, Bg). Entao
F : R — C dada por F(z) = pi((—o0,z]) estd em NBV. Reciprocamente, dada F' € NBV, existe uma tinica medida
complexa pp em (R, Br) tal que (Vz)F(z) = pp((—oo,x]). Além disso, |ur| = pir, e, se F a valores reais, uf e
iy sao induzidas, respectivamente, pelas variacoes positiva e negativa de F'.

Demonstragio. Quanto & primeira parte, basta observar que = — (Rep)*(—o00,2] e z — (Imp)*(—o0,1] so
fungoes crescentes, limitadas e continuas & direita (pela continuidade para baixo da medida).

Reciprocamente, dada F' € NBV, v*(Re F) e v*(Im F) sio fungdes crescentes, continuas & direita e limitadas.
Tais funcoes induzem, respectivamente, medidas de Lebesgue-Stieljes finitas v+ e A*. Defina p = (vt —v7) +
i(AT —A7). Entdo p é uma medida complexa em (R, Bg) ¢, Vz € R, pu((—o0,2]) = F(z) (aqui usamos F(—o0) = 0;
verifique).

Se yi/ for outra medida complexa em (R, Bg) tal que, Va € R, p/((—00,z]) = F(z), entdo Rey e Imy/ séo
medidas com sinal finitas e coincidem em todos os h-intervalos de R com, respectivamente, Re yr e Im pu. Decorre
do lema abaixo, provado ao final, que p = p’, donde a unicidade enunciada para a medida complexa que induz F,
a qual denotaremos, doravante, por pp.

LEMA 1. Sejam A e v medidas com sinal finitas em (R, Bg) tais que A e v coincidem em todos os h-intervalos
limitados (a, b], @ < b reais. Entdo A = v.

Verifiquemos que |up| = pr,.. Seja G : R — R dada por G(z) = |up|((—o0,2]), de modo que |up| = pq.
Provemos que G =T , o que sera feito em trés etapas:

1. Tr < G. Defato,sex € Re —00 < tg < -+ < ty = x, tem-se Z?:1|F(tj)—F(tj—1)| = Z?:1|#F((tj_1,tj])| <

S el ((t-1.t5]) = el ((to,2]) < |ur|((—00,2]) = G(x), donde Tr(x) = sup{Y")|f(t;) — f(t;—1)| :
NeN-—co<ty<t; < <ty =z} <G(x).

2. Para todo A € B, |ur(A)| < pr.(A). Com efeito:
(a) Se A for um h-intervalo limitado (a,b], a < b reais, entao |up(A)| = |F(b) — F(a)| < Tr(b) — Tr(a) =

(b) Se A for um intervalo aberto limitado (a,b), a < b reais, entao, tomando (b, )nen < (a,b) tal que b, b,
segue da continuidade para cima das medidas e do item anterior que |pp(A)| = lim|up((a,b,])| <

lim HTp ((a, an = UTp (A)

(¢) Se A for um intervalo aberto qualquer, A se escreve como unido enumerével crescente de intervalos
abertos e limitados; entao a desigualdade segue do item anterior e da continuidade para cima das
medidas pr e pr..

(d) Se A for um aberto qualquer em R, A se escreve como unido de uma sequéncia disjunta de intervalos
abertos (I,)nen. Dal a desigualdade segue pelo item anterior e pela o-aditividade das medidas:

e (A) = 1D e < D lue(l)] < D pre(Tn) = pre(A)

neN neN neN

(e) Finalmente, para um boreliano A qualquer: dado € > 0, tome (U, )nen sequéncia decrescente de abertos
tal que A C Npenln, pr. (UL \ A) < € e up(Uy,) = pr(A) (para verificar que existe uma tal sequéncia,
use a regularidade das medidas de Lebesgue-Stieltjes: tome U; D A aberto tal que pr, (U \ A) < ¢
indutivamente, supondo Uy D --- D U,, D A definidos, tome U,,+1 C U,, aberto contendo A tal que, se
A for a parte positiva ou negativa das partes real ou imagindria de pp, tenha-se A(Up4+1 \ E) < 1/n).
Entao, pelo item anterior:

lpr(A)| = lim|prUn)| < lim pr, (Un) < pre (Us) < pre(A) + €

o que implica a desigualdade afirmada, pela arbitrariedade do € positivo tomado.



3. Para todo A € Bg e para toda (A,)nen < Br tal que A = U, en A, tem-se, pelo item anterior:

Y o lnr(An)] < pre(An) = pre(A)

neN neN

o que implica, pelo exercicio 21 da secao 3.3 (lista 14), |ur|(4) < pr,(A4). Em particular, Vo € R, G(z) =
lr|((—00,2]) < pry ((—o00,2]) = Tr(x). Portanto, G = Tr, como afirmado.

Finalmente, se F' a valores reais:

1 1 N
fot P = R (Tp+F) = 5 (UF + pry) = 5 (ur +|purl) = pp

e, analogamente, (,-p = fi.
O

Prova do lema 1. Sejam A = AT — A\~ e v = v+ — v~ as respectivas decomposicoes de Jordan. Entdo, para todo
h-intervalo limitado (a,b], A*((a,b]) — A~ ((a,b]) = v*((a,b]) — v~ ((a,b]), de modo que as medidas positivas
finitas AT + v~ e vt + A~ em (R, Bgr) coincidem em todos os h-intervalos limitados. Entdao AT +v~ e v + A~ sdo
medidas de Lebesgue-Stieltjes e coincidem nos h-intervalos limitados, portanto coincidem em (R, Bg), conforme
jé vimos quando da discussdo da unicidade das medidas de Lebesgue-Stieltjes. A saber, elas também coincidem
nos h-intervalos ilimitados (usando a continuidade para cima da medida). Entao tais medidas também coincidem
na algebra gerada pelos h-intervalos (a qual gera Bg), que é o conjunto de todas as unides finitas disjuntas de
h-intervalos. Como sao finitas nessa dlgebra, podemos aplicar a unicidade enunciada no teorema de extensao de
Carathéodory para concluir que AT 4+ v~ e v + A\~ coincidem em (R, Bg). Portanto, A\ = At — A" ev =vT — v~
coincidem em (R, Bg). O

EXEMPLO 1: Seja 7 : [a,b] — C uma fungao continua e de variacao limitada. Estenda v a uma fungdo em BV,
pondo Y(t) = v(a) se t < a e y(t) = v(b) se t > b, a qual ainda serd denotada por 7, e tome I' € NBV a sua
normalizada (i.e. I' = v — «(a), pois 7 é continua). Podemos considerar, pois, a medida complexa em (R, Bg)
induzida por T, a qual denotaremos por j,. Como v : R — C é boreliana (pois é continua), faz sentido tomar o
pushforward v, (o pushforward para medidas complexas se define da mesma forma que para medidas positivas,
e valem as mesmas propriedades), que ¢ uma medida complexa em (C,Bc) = (R?,Br2). As integrais de linha
definidas no ambito da Anélise Complexa coincidem com a integral contra este pushforward. Ou seja, denotando
por v* a imagem de v em C (que é um compacto, pela continuidade de «) e, dada f : v* — C continua, sendo
f:C — C a extensao candnica de f, entdo:

L £z = [ Fdtr) = [ £,

Note que a integral no segundo membro faz sentido, pois f é mensurédvel (pois sua restricao aos borelianos v*
e (7)€ sdo mensurdveis) e limitada (pois f é continua num compacto, logo limitada), portanto integravel.
Podemos transferir, pois, os teoremas demonstrados aqui para o estudo dessas integrais de linha.

A seguir, em vista do teorema anterior, questao natural a ser colocada é: dada F' € NBV, sob que condi¢Ges
pp € mutuamente singular ou absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue?

PROPOSIGAO 1. Seja F: R — C em NBV. Entao F’ € L}(m) e F' coincide m-quase sempre com a derivada de
Radon-Nikodym da parte absolutamente continua de pp com respeito a m. Em particular:

i) urp L m see F' =0 m-quase sempre.
ii) pp < m see pp = F'dm see (Vo € R)F(z) = [*_ F'dm.

Demonstrag¢ao. Toda medida complexa em (R, Bg) é uma medida de Radon (pois sua variac¢ao total é finita e, em
particular, finita nos compactos). Portanto, sendo ur = v, + v, a decomposicao de Lebesgue de pup com respeito
a m, segue-se do teorema de diferenciacdo de Lebesgue para medidas que, para m-quase todo = € R e para toda
familia (F,),>0 < Br que convirja agradavelmente para z,

. UF (Er) dl/a
lim 2 )
Tl—% m(ET) dm

()

Em particular, para tais z, tomando-se as familias (z — r, 2] e (z,z + r], conclui-se que F'(z) = i”m“ (), como

afirmado (e disso segue F’ € L'(m), pois a derivada de Radon-Nidodym é integrdvel). O item i) e a primeira
equivaléncia no item ii) sdo coroldrios desta afirmacdo; a segunda equivaléncia em ii) é coroldrio do teorema
anterior. O




A condicao ur < m também pode ser caracterizada usando a nocao classica de continuidade absoluta:

DEFINIGAO 1. Diz-se que F' : R — C é absolutamente continua se, Ve > 0, 36 > 0 tal que, para toda sequéncia
finita {(a;,b;) }1<i<n de intervalos abertos disjuntos tal que Zf\il(bi —a;) < 0, tem-se ZfiﬁF(bz) — F(a;)] < e
Analogamente, F : [a,b] — C diz-se absolutamente continua se a condi¢do acima valer para toda sequéncia finita
disjunta {(a;, b;) }1<i<n de intervalos abertos contidos em [a, b].

Note que, se F for absolutamente continua, entdo F' é uniformemente continua (use N = 1 na definigao).
PROPOSIGAO 2. Seja f: R — C em NBV. Entdo ur < m see F for absolutamente continua.

Demonstragio. (=) Suponha pup < m. Entdo |ur| < m. Pela proposicao “caracterizagdo da continuidade
absoluta para medidas finitas” (c.f. notas da aula 17), Ve > 0, 36 > 0 tal que, se E € M e m(E) < ¢,
entdo |ur|(E) < e. Em particular, se {(a;,b;)}1<i<ny for uma sequéncia de intervalos abertos disjuntos
tal que Zi]\il(bi —a;) < 6, pondo E = Ui<i<n(ai, b;], tem-se m(E) < 8, de modo que € > |up|(E) =

S el (@i b)) = S0 e (a0, b)) | = SN 1F(b) — F(as)].

(<) Suponha F absolutamente continua. Em particular, ' é continua; portanto, (Vo € R)ur({z}) = 0, de modo
que, para todo intervalo aberto e limitado (a,b) C R, ur((a,b)) = pr((a,b]).
Dado E € M tal que m(E) = 0, mostremos que up(E) = 0. Para tal, dado ¢ > 0, tome § > 0 de
modo a satisfazer a condigao na definigao de continuidade absoluta para F', c.f. a definicao 1. Como no
item 2e da demonstracdo do teorema 1 (caracterizagdo das medidas complexas em (R, Bg)), tome (U, )nen
sequéncia decrescente de abertos tal que F C Nypenlhy, mU1) < § (. mU,) < 6,Yn) e prU,) — pr(E).
Para cada n € N, U,, é a reunido de uma familia enumerdvel disjunta {I} }ren de intervalos abertos; e,
como U, tem medida de Lebesgue finita, todos os tais intervalos sdo limitados, digamos, I} = (a},b}),
com af < b} reais. Além disso, o fato de ser (Vn € N)ym(U,,) = > 7o, (b} —a}}) < & implica, para todo
N e N, YL, [F(0}) = Flap)| < e, de modo que (¥n)|ur@Un)| = [352, pr(ag,bp)| = [S52, pe(ap, b <
Sorelpr (@, b = S22 | F(bF) — F(a})| < e. Logo, |ur(E)| = lim|urUy,)| < e. Pela arbitrariedade do €
positivo tomado, conclui-se que up(FE) = 0, donde pup < m.
O

COROLARIO 1. Dada F : R — C, sao equivalentes:

a) Existe f € L}(m) tal que (Vo € R)F(z) = [*__ fdm.

b) F € NBV e F ¢ absolutamente continua.

¢) FENBVeur < m.

Em caso afirmativo, f = F’ m-q.s. e coincide m-q.s. com a derivada de Radon-Nikodym de pup com respeito a m.

Demonstracio. J4 sabemos que b)< c). Se existir f € L! como em a), entdo fdm ¢é uma medida complexa
e F(z) = (fdm)(—o0,z], de modo que, pelo teorema sobre caracterizagdo das medidas complexas em (R, Bg)
(teorema 1), F' € NBV e up = fdm < m. Portanto, a)=-c). Finalmente, se ocorrer c), a proposigao 1 implica
pur = F’'dm, obtendo-se a) com f = F’ € L1(m). Em caso afirmativo, i.e. caso uma das condi¢des ocorra (portanto
todas elas), f no item a) coincide com a derivada de Radon Nikodym de pg com respeito a m, a qual coincide
m-quase sempre com F’, pela proposicao 1. O

Para funcgoes absolutamente continuas em intervalos compactos o coroldrio acima pode ser refinado, em vista
da seguinte:

PROPOSIGAO 3. Seja f : [a,b] — C absolutamente continua. Entdo f é de variagao limitada.

Demonstragdo. Na definigdo 1, tome § correspondente a e = 1. Seja P = {a =1ty < t; < --- < ty = b} partigdo
de [a,b] tal que t; —t;—; < d, para 1 < ¢ < N. Entdo, para toda particao {a = zg < 21 < -+ < x, = b} que refine
P, tem-se Zf:1|f(:z:i) — f(zi—1)| < N, o que implica varj, 3 (f) < N. O

TEOREMA 2 (Teorema Fundamental do Célculo para a integral de Lebesgue). Sejam a < b reais e f : [a,b] — C.
Sao equivalentes:

a) f é absolutamente continua.
b) Existe g € LY([a,b], B,m) tal que (Vx € [a,b])f(x) = f(a) + fazgdm.
c) f é derivdvel m-quase sempre em [a,b], f' € L* e (Vz € [a,b]) f(z) = f(a) + [ f dm.

Em caso afirmativo, g como no item b) coincide m-q.s. com f'.



Demonstragdo. a)= c): Sendo f absolutamente continua, a proposicdo anterior garante f € BV([a,b]). Seja
J € BV a extensao canoénica de f e F' € NBV a regularizada de f; como f é continua, F coincide com
f — f(a). Sendo f absolutamente continua, F' também o é, i.e. F € NBV e F absolutamente continua.
Pelo corolério 1, F' € L}(m) e (Vo € R)F(z) = [*_ F'dm. Como a diferenca entre f e a restrigio de F a
[a, b] é constante e igual a f(a), conclui-se que f é derivdvel quase sempre e f' = F’ quase sempre em [a, b],
portanto f’ é integravel. Finalmente, (Vo € [a,b]) f(z) — f(a) = F(z) = [* _ F'dm = [’ f'dm.

c)=-b): Nada a fazer.

b)=-a): Estenda g a uma fungao G € L}(R, Bg,m), pondo G = 0 no complementar de [a,b]. Pelo corolério 1,
F:R — C dada por (Vz € R)F(z) = [*__ G dm estd em NBV, é absolutamente continua e F' = G m-quase
sempre. Para z € [a,b], como G = 0 no complementar de [a,b], tem-se F(z) = [ Gdm = [ gdm =
f(z) — f(a), ou seja, a diferenca entre f e a restricdo de F a [a,b] é constante e igual a f(a). Isso mostra
que f é absolutamente continua (pois F' o é), de modo que b)=-a); também mostra que, no caso afirmativo,
m-quase sempre em [a,b]: g =G =F' = f'.

O

TEOREMA 3 (integracdo por partes). Sejam a < b reais e F,G : R — C em NBV, sendo ao menos uma delas
continua. Entao f(%b] Fdue + f(%b] Gdur = F(b)G(b) — F(a)G(a).

Demonstrag¢ao. Deixada com exercicio, seguindo o seguinte roteiro: 1) reduza ao caso em que F e G sdo crescentes;
2) Digamos que G seja continua. Ponha Q = {(z,y) € (a,b] X (a,b] : © < y} C R? e calcule up x pug(f2) pelo
teorema de Tonelli, fazendo-se as integrais iteradas nas duas ordens. O



