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I) Fungdes de Variagdo Limitada Nesta secdo, aplicaremos o teorema de diferenciacido de Lebesgue
em dimensao 1, o que resultard numa generalizacdo do Teorema Fundamental do Célculo para a integral de
Lebesgue.

Notagao: Dada f fungao real, usaremos a notacao f(r=) para denotar lim, .+ f(y).
PROPOSIGAO 1. Sejam f : R — R crescente e g : R — R dada por g(z) = f(z+). Entao:
1) g é crescente e continua & direita.

2) o conjunto dos pontos de descontinuidade de f é enumerével.

3) f e g sao derivaveis m-q.s. e f' = ¢’ m-q.s.

Demonstragao. 1. deixado como exercicio.

2. sex # y, os intervalos (f(z—), f(z+)) e (f(y—), f(y+)) sdo disjuntos. Além disso, se |z| < N, (f(z—), f(z+)) C
(f(=N), f(N)), de modo que {(f(z—), f(#+))}|z)<n é uma familia disjunta de subintervalos de ( f(—N)
Portanto, para cada N > 0:

> m(f(x=), fa+) <m(f(=N), f(N)) < o0

x| <N

o que implica que {z € (=N, N) : f(z—) # f(z+)} é enumerdvel. Como R = Uyen(—N, N), conclui-se que
{z eR: f(z—) # f(x+)} é enumerdvel.

3. Note que g é crescente e continua a direita, f < g e vale a igualdade onde f for continua; em particular, o
conjunto dos pontos onde as duas fungoes diferem é enumeravel.

Seja ug a medida de Lebesgue-Stieltjes induzida por g. Como p4 ¢ finita nos compactos, i.e. uma medida de
Radon, o teorema de diferenciagao de diferenciacao de Lebesgue pode ser aplicado, escolhendo-se, para cada
x € R, as familias {(x — r,z]},>0 e {(z,z + 7]},r>0, as quais convergem agradavelmente para z. Como

polw—rw] _ g(@) —glw—r) pylw,z+r] _ gla+r) - gl)

m(z —r,z] r m(z,z+7] r

conclui-se que a derivada de g existe m-q.s. e coincide m-q.s. com a derivada de Radon-Nikodym da parte
absolutamente continua de pg com respeito a m.

Pondo h = g — f, provemos que h é derivavel m-q.s. e que sua derivada se anula m-q.s.; dai, como f = g—h,
concluir-se-4 que f é derivavel m-q.s. e sua derivada coincide m-q.s. com a de g, donde a tese.

Conforme observado anteiormente, h > 0 e h se anula no complementar de um conjunto enumeravel; seja
(7;)ieny uma enumeracio do tal conjunto. Considere a medida positiva p =, h(z;)d,; afirmo que
i é de Radon, i.e. finita nos compactos. Isso decorre do mesmo argumento da parte 2. — VN > 0,
p((—=N,N)) = Dre(—n, N Mai) < m(f(—=N), f(N)) < co. Além disso, u L m, pois A = {z; : i € N} é um
boreliano para o qual m(A) = 0 = p(A°). Assim sendo, para x € R e r £ 0:
hz+7r)— h(x) < h(z +r) + h(x) < 4,u(ac = 2lr|,x + 2|r|)
r - | - Afr|

o que, pelo teorema de diferenciacao de Lebesgue para medidas, tem limite 0 para r — 0 para quase todo
x € R, pois {(z — 2r,z 4+ 2r) },~0 é uma familia de converge agradavelmente para x e a parte absolutamente
continua de p com respeito a m é nula.

O

As medidas de Radon em R (i.e. as medidas de Lebesgue-Stieltjes) foram descritas anteriormente por meio
de funcoes crescentes de continuas a direita R — R, c.f. notas da aula 5. Descreveremos, a seguir, através de
uma construcdo similar, como sdo as medidas complexas em (R,Bg). Para tal, usaremos, no lugar de fungdes
crescentes, funcoes de variacdo limitada, conforme definido abaixo.



DEFINIGAO 1. Seja f:R — C. A funcao variacao total de f é a funcao Tr : R — [0, 00| dada por:

N
Tf(x) = sup{Z|f(tj) — f(tj_1)| T NeN —co<ty<t; <<ty = .T} (1)
j=1

Note que Ty é crescente, pois, trivialmente, se v < y, T¢(y) > Tr(x) + |f(y) — f(x)|. Assim sendo, para
f R — C, existem Ty(—o0) < Ty(+00) € [0, ).
DEFINIGAO 2. Com a notagdo acima, diz-se que f : R — C é de variag¢do limitada (NOTAGAO: f € BV) se
T (+00) < 00.

Analogamente, f : [a,b] — C diz-se de varia¢do limitada (NOTAGAO: f € BV([a,b])) se a sua wariagdo
var(qp (f) = sup{30 [ f(t;) = f(tj—1)| : N €Nya=to < t; <+ <ty = b} for finita.

Note que, se f: R = C, Vo <y € R, T¢(y) = Ty(x) + var ,(f). Portanto, se f € BV, entdao ImTy C R e as
restrigoes de f aos subintervalos compactos de R sao de variacao limitada.

Toda fungao f € BV([a,b]) pode ser estendida a uma fungao f € BV; por exemplo, f : R — C dada por
f|[a7b] = f, f(z) = f(a) para z < a e f(z) = f(b) para x > b. Através desta extensdo, teoremas relativos as
fungoes de BV tém versdes correspondentes para fungdes em BV([a,b]). Por esta razdo, enunciaremos apenas
propriedades para BV, ficando subentendido que em BV([a, b]) valem propriedades anélogas.

ExXEMPLO 1: a) Se f:R — R for crescente, entdao f € BV see f limitada. Basta observar que, se f crescente,
(Vz € R)Ty(z) = f(z) — f(—00).

b) BV é um C-subespago vetorial de C¥. Basta observar que, se f,g : R — C e a,b € C, (Vo € R)T,p4py(z) <
|a| Ty (x) + [b| Ty ().

c) Se f: R — C derivdvel e f' limitada, entdo f € BV([a,b]) para todo [a,b] C R. Basta aplicar o teorema do
valor médio.

d) sin ¢ BV, mas sin € BV({a, b]) para todo [a,b] C R.
TEOREMA 1. Seja f: R — C.
i) f €BV seeRef €BVelmf e BV.
ii) Se f: R — R estd em BV, Ty £ f séo crescentes e limitadas (portanto estdo em BV).

iii) f: R — R pertence a BV see for a diferenca de duas fungdes crescentes e limitadas. Em caso afirmativo,
podemos tomar estas fungdes como sendo 3 (T + f) e 3 (Ty — f).

iv) Se f € BV, Tf(—o0) = 0. Além disso, dado = € R, f é continua a direita em x see Ty o for. Idem para
continuidade a esquerda em z.

Demonstragao. 1) Nao hé o que fazer.
ii) Sejam x < y reais. Entao |f(y) — f(z)| < varp,,(f) = Tr(y) — Ty (x), de modo que:

(a) f(y) — f(x) < Ty(y) — Ty(x), portanto Ty(x) — f(x) < Ty(y) — f(y), donde se conclui que Ty — f ¢
crescente.

(b) f(x) — f(y) < T¢(y) — Ty¢(x), portanto T¢(x) + f(z) < T¢(y) + f(y), donde se conclui que Ty + f é

crescente.

Além disso, fixado a € R, Vo € R, |f(z)| < |f(a)| + |f(x) — f(a)| < T¢(x) — T¢(a) + |f(a)], o que implica f
limitada, pois Ty o é. Entao Ty + f sao limitadas.

iii) E coroldrio do item anterior e do exemplo 1, parte a).
iv) Fixe a € R. Dado € > 0, existe —oo < 9 < -+ < zn = a tais que Ty(a) < Z;V:1|f(xl) — flzic)| + e <
Var(y, q) (f) +€=Ts(a) — Tt(xo) + €. Portanto, Ty(zo) < €, donde Ty(z) < € se x < g, i.e. Tf(—o0) = 0.

Para todo x < a, Tf(x)+|f(z) — f(a)| < T¢(a). Tomando lim,_,,-, conclui-se que T¢(a—) +|f(a—) — f(a)] <
T¢(a), de modo que |f(a—) — f(a)] < T¢(a) — Ty(a—). Por outro lado, dado ¢ > 0, fixe zp < a e tome
o < x1 < -+ <zny = atais que Ty(a) —Ty(zo) < Z;V:1|f(a:i)ff(:ci_1)|+e. Entéao, para todo xz € (zy_1,a):



Ty(x) = Ty(zo) + |f(z) = fla)] = Tr(xn—1) = Ti(wo) + |f(xn—1) = (@) + [f(2) = fla)] =

> |f(zs) = floim)| + | fen_1) = f(2)| + | f(z) = fla)] >

N
> Z\f(xi) — flzic1)| > Tr(a) — Ty(zo) — €

Jj=1

donde |f(z)— f(a)| > Tr(a)—Ty(z)—e. Tomando lim,_,,-, conclui-se que |f(a—)— f(a)| > Ty(a)—Tr(a—)—e.
Dal, pela arbitrariedade do € positivo tomado, segue-se |f(a—) — f(a)| > Ty(a) — Tf(a—).

Portanto, |f(a—) — f(a)| = Tf(a) — T¢(a—). Analogamente se prova |f(a+) — f(a)| = Tf(a+) — Ts(a). Estas
duas igualdades mostram que f é continua & esquerda (respectivamente, & direita) em a see Ty for continua

& esquerda (respectivamente, & direita) em a.
O

DEFINIGAO 3. Com a notacao do teorema acima, se f € BV for a valores reais, vt f = % (Ty+flev f= % (Ty—f)
chamam-se, respectivamente, variacdo positiva e negativa de f.



