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I) Aplicagdes Mensuraveis (continuag3o)

PROPOSIGAO 1. Sejam (X, 7x), (Y, 7y) espacos topoldgicos e ¢ : X — Y continua. Entéo ¢ : (X,Bx) — (Y, By)
é mensuravel.

PROPOSIGAO 2 (o-dlgebra induzida por uma familia de aplicages). Sejam X um conjunto, (Ys, An)aca familia
de espagos mensurédveis e (X ELCN Yo)aca. Entdo existe uma menor o-dlgebra M em X que torna, Vo € A, f,
mensurdvel. Além disso, se (Va € A)Ay =0(S,), M=c({VC X :3ac A,3ID e S,V = f1(D)}).
DEFINIGAO 1. A menor o-algebra cuja existéncia é assegurada pela proposi¢ao acima chama-se o-dlgebra induzida

pela familia (fo)acA-

PrOPOSIGAO 3. Com a notagao da defini¢ao e proposigdo acima, sejam, (Z,C) espago mensuravel e ¢ : Z — Y

(2,0) % (X, B) 1% (Ya, Aa)
Entao ¢ : (Z,C) — (X, B) é mensurdvel see (Va € A) f, o ¢ for mensurdvel.

Casos Particulares:

o-dlgebra produto: Seja (X,, Aq)aca familia de espagos mensurdveis. Em X = I,c4 X, consideramos a o-
algebra induzida pela familia (pr, : X — Y, )aeca, a qual chamamos de o-dlgebra produto e denotamos por
®a€AAa'

OBSERVAGAO. Na situacao acima, suponha que, para cada o € A, D, € A,. E verdade que Iloca D, €
RaecaAq? Em geral, nao. Se A for enumerdvel, sim: neste caso, basta observar que Iy 4 Do = Naea prat(Dy)
é uma intersegao enumeravel de mensuraveis.

PRrROPOSIGAO 4. Com a notagdo acima, se A for enumerdvel, o conjunto {IlaeaD, : Yo, D, € A} gera
®aEAAa-

PROPOSIGAO 5. Bgz = Br ® Bg. Mais geralmente, Brn = Q1<;<nBr

OBSERVAGAO. Mais geralmente, sejam (Xq, 7o )aca familia de espagos topoldgicos e X = I, 4 X, com a
topologia produto. Tem-se:
1. ®aecaBx, C Bx

2. Vale a outra inclusdo se A enumerével e (Va € A)7, tiver base enumerdvel (ou, equivalentemente, se a
topologia produto tiver base enumeravel).

Pullback: Seja (Y, .A) espago mensurdvel e f : X — Y. A o-dgebra em X induzida por {f} chama-se pullback
de A e é denotada por f*A.

Note que f*A={f"Y(V):V € A}.

Caso particular: suponha X C Ye f =iainclusdode X em Y. O pullback i*A coincide com {BNX : B € A}

e é chamado de restri¢cio ou traco de A em X, denotado por A|x. Em particular, se X € A, entao
Alx ={B € A|B C X}.

PROPOSIGAO 6. Sejam (X, M) espago mensuravel e f, g : X — C mensurdveis. Entao fg e f+ ¢ sdo mensurdveis.



II) Medidas
DEFINIGAO 2. Seja X um conjunto, ) € S C P(X).
(i) Uma medida em S é uma fungiao de conjunto o-aditiva p : S — [0, 00| tal que (@) =0

(ii) Uma medida finitamente aditiva em S é uma fungéo de conjunto finitamente aditiva u : S — [0, 00] tal que
n(@®) =0

Ezemplo 1. 1. Sejam X conjunto, M = 2% e yu: M — [0, 0] dada por u(A) = |A] se A finito e pu(A) = oo caso
contrario. Entao p é uma medida, chamada medida de contagem em X. Qualquer restrigao de p também é
chamada pelo mesmo nome.

2. Sejam X conjunto, M = 2% 29 € X e p : M — [0,00] dada por pu(A) = 1 se 29 € A u(A) = 0 caso
contrario. Entdo p é uma medida, chamada medida de Dirac centrada em x, a qual se denota por dg,.
Qualquer restricao de 0., também é chamada pelo mesmo nome.

DEFINIGAO 3. Seja (X,.A) espago mensurdvel e p : A — [0,00] medida. A terna (X,.A, ) chama-se espaco de
medida. Diz-se que p é:

(i) semi-finita se VA € A|p(A) =00, 3B € A BC Ae 0 < u(B) < o

(i) o-finita se 3(An)nen < A tal que

{ (Vn) p(An) < o0
Unen 4n =X
(iii) finita se p(X) < 0o
(iv) de probabilidade se u(X) =1
e Observacdo: B claro que (iv)=(iii)=(ii). Também vale (ii)=(i).

e Mais gerlamente, dado (X, A, 1) espaco de medida e A € A, diz-se que A é o-finito com respeito a u se A
puder ser coberto por uma reunido enumeravel de mensuraveis de medida finita.




