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I) Diferenciagdo em Espagos Euclidianos Sejam m a medida de Lebesgue em R™ e v < m uma
medida com sinal ou complexa. Para cada x € R™, seja

) = imM - jm; 2 m
Flz) = }%0 m(B(JU,T)) B }aOm(B(x,T)) /B(%T) dm ‘

definida para x tal que o limite acima existe. Gostariamos de investigar a relagdo entre F' e a derivada de Radon-
Nikodym (%1 . Por exemplo, se 371:1 for uma fungéo continua em R™, entdo F' = é% . O teorema de diferenciagao
de Lebesgue, a ser enunciado e provado logo mais, afirma que, se v for uma medida de Radon (o que é equivalente
a ser C’f—;’l uma fungao localmente integrdvel, i.e. integrédvel em cada compacto de R™), entdao F' coincide com (’;1—7‘7’1
m-quase sempre. Isso pode ser interpretado como uma formulacao abstrata do Teorema Fundamental do Célculo:
dada uma funcao localmente integravel f em R”, a derivada da “integral indefinida” f dm com respeito a medida

de Lebesgue m coincide com a prépria f.

Notac¢ao: Dada B bola aberta em R™, denotaremos por B a bola aberta concéntrica a B e com raio igual a 3 vezes
ode B.

TEOREMA 1 (lema de cobertura de Wiener). Sejam K um compacto de R™ e (By)aeca uma cobertura de K por
bolas abertas. Entao existe uma subcolegao finita (B;)i<;<n de (By)s formada por bolas disjuntas e tal que
(Bi)1<i<n cobre K.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, podemos supor, pela compacidade de K, A finito. Tome B; uma
bola em (By)aca de raio maximo. Assuma escolhidas By, ..., By bolas abertas disjuntas de (Bg)aca. Se toda
bola aberta de (Bg)aca intersectar UY | B;, pare. Se nio, escolha By 1 uma bola aberta de (Bg)aca disjunta de
UX | B; e de raio méximo. Como A ¢é finito, para algum N suficientemente grande, o processo para, i.e. (Bi)i<i<n
é uma subcolecio de bolas abertas disjuntas tal que toda bola aberta de (Bg)aca intersecta UY ; B;. Seja B uma
tal bola em (B, )aca; tome ig 0 menor dos indices ¢ tais que BN B; # (). Entdo BN Uio_lBi = (), de modo que,
pela construgao de (B;);, o raio de B é menor ou igual ao de B;,, donde B C Bio. Portanto, UyeaBo C UlgigNBi7

donde K C UlgigNBi- ]

COROLARIO 1. Seja (Bgy)aca uma colegao de bolas abertas em R” e ¢ € R tal que m(UyeaBy) > c. Entao existe
uma subcolecao finita (B;)1<i<n de (Ba)a formada por bolas disjuntas e tal que m(Ui<;<ny B;) > 3 "c.

Demonstragao. Como U = UyeaB, é L-mensurdvel (pois é aberto), sabemos que m(U) = sup{m(K) : K CC U},
c.f. notas da aula 13. Tome, pois, K CC U tal que m(K) > ¢. Da cobertura por bolas abertas (Bg)aca
do compacto K, podemos encontrar, pelo lema de cobertura de Wiener, uma subcolecdo finita (B;)i<i<n de
(Ba)a formada por bolas disjuntas e tal que (Bi)lgiSN cobre K. Entdo ¢ < m(K) < m(vazléi) < vazl B; =
3n Zf\il B; = 3"m(Ui<i<n B;), donde a tese. O

DEFINIGAO 1. Seja f uma funcdo em R™, Lebesgue-mensurével, a valores em C ou em R. Diz-se que f é localmente
integrdvel (NOTAGAO: f € LL_(m) ) se, para todo compacto K C R", fK|f| dm < oo.
Para f € L} (m) e A € L™ tal que m(A) > 0, definimos a média de f em A:

]{lfdmiﬁ/f‘fdm

PROPOSIGAO 1. Seja f € LL_(m). Como fungao de (x,7) € R™ x (0,00), a média fB(I " fdm é uma funcao

loc
continua.

Demonstragio. E claro que (z,r) € R x (0,00) + m(B(z,7)) é continua. A continuidade de (z,7) € R x
(0,00) — f Ba,r) fdm é um corolario do teorema da convergéncia dominada, deixado como exercicio; note que,
se (xn,mn) — (z,71), XB(zn,rn) CONVErge pontualmente para XB(z,r) €xceto, possivelmente, nos pontos da esfera
S(x,7), i.e. a convergéncia se d4 m-quase sempre. O
COROLARIO 2. Com a notagao acima, dada f € LL_(m), a fungdo Hf : R — [0,00] dada por Hf(z) =

loc
sup{fB(zm)| fldm :r > 0} é semicontinua inferiormente; em particular, é boreliana.

Demonstragdo. Se X é um espago topoldgico e (fa)aca € uma familia de fungdes semicontinuas inferiormente
X — R, entdo f = sup,c fo é semicontinua inferiormente. Com efeito, (Vr € R)f~!((r, 00]) = Uaea fo ' ((r, o0])
é uma uniao de abertos, portanto é aberto. O



DEFINIGAO 2. Com a notagao do coroldrio acima, H : f € L|10C(m) — H f chama-se operador mazimal de Hardy-

Littlewood e H f a fungao maximal de Hardy-Littlewood associada a f.

O operador definido acima intervém, conforme veremos, no teorema de diferenciagao de Lebesgue, em vista
da desigualdade provada abaixo. Este operador também intervém em outros teoremas de diferenciagao, como o
teorema de Rademacher, que possivelmente faremos ao final do curso.

TEOREMA 2 (desigualdade maximal de Hardy-Littlewood). Existe uma constante C' = C'(n) (dependendo apenas
da dimensdo n de R") tal que, para toda f € L}(m) e para todo a > 0, tem-se:

m({Hf > ) < < |l

Demonstragao. Sejam o > 0 e ¢ < m({Hf > a}). Para cada z € {Hf > a}, podemos escolher r, > 0 tal que
fB(L”)\ﬂ dm > a. Como {B(x,72)}se{mf>a} cobre {Hf > a}, obtém-se ¢ < m(Upe{mf>ayB(,72)). Portanto,
pelo coroldrio 1, podemos extrair uma subcolegao finita {B; = B(x;,7) }1<i<n de {B(2,72)}zemf>a) formada
por bolas abertas disjuntas e tal que vazl m(B;) > 3 "c. Dai:

N N gn
c< 3"y m(B;) < 3" —/ |f|dm:—/

=1
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|fldm < — || fl1
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Como c tal que ¢ < m({Hf > a}) foi tomado arbitrariamente, obtém-se a tese com C = 3.
O

TEOREMA 3 (teorema de diferenciagao de Lebesgue, versdo 1). Seja f € LL_(m), onde m é a medida de Lebesgue
em R". Entao, para m-quase todo = € R™:

f(z) = lim fdm (1)
r—0 B(z,r)

Demonstragdo. 1) Reducdo: podemos supor f € L. Com efeito, basta provar que, para todo R > 0, {z €
B(0, R) : ndo vale (1)} tem medida nula. Para tal, podemos substituir f por xp(,r+1) - f € L! sem alterar as
médias nas bolas de raio 1 centradas em pontos de B(0, R), de modo que, para esses pontos, a existéncia e o
valor do limite no segundo membro de (1) néo se altera, nem tampouco o valor de f nos tais pontos.

2) A igualdade (1) vale, trivialmente, em todos os pontos de R™ se f for continua.

3) Sejam f € L'(m). Provemos que, para m-quase todo x € R", limsup,._m\fB(mm) fdm — f(z)] =0, o que é
equivalente a (1). Para tal, basta verificar que, para todo a > 0, E, = {x € R" : lim supr_>0|fB(w,r) fdm —
f(z)| > a} tem medida de Lebesgue zero; pois, nesse caso, (1) vale no complementar do conjunto nulo U,enE1 /5,
Fixe, pois, a > 0. Dado € > 0, tome g € C.(R") tal que || f —g|1 < € (existe, pois Cc(R™) é denso em L (m), c.f.
notas da aula 13). Dado @ € R", tem-se, Vr > 0, |f5, . fdm — f(@) < |f5., ., (f —9)dm| + {5, . gdm —
9(@)] + 19(2) — f(2)], de modo que:

lim sup| fdm = f(@)| < H(f = g)(x) + 0+ |g(z) — f(z)]
r—0 B(z,r)
e daf se conclui que E, C {H(f —g) > §}U{lg — f| > §}. Portanto, pela desigualdade maximal de
Hardy-Littlewood:

m(Ba) < m({H(f ~9) > 2} +m({lg— 11> 2} < Zey 2

o que implica, pela arbitrariedade do € tomado, m(E,) = 0, como afirmado.



