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I) Medidas com Sinal (continuagdo). Como consequéncia do teorema de decomposicio de Hahn,
que fornece uma decomposicao do “espaco”, obteremos, a seguir uma decomposicdo para a medida com sinal v.
DEFINIGAO 1 (medidas mutuamente singulares). Sejam v, A medidas com sinal em (X, M).

e Diz-se que v é concentrada em N € M se N€ for nulo para v, i.e. se (VA € M) v(4) =v(ANN).

e Diz-se que v e A sdo mutuamente singulares (NOTAGAO: v L \) se existirem N, L € M tais que NUL = X,
NNL=0, v concentrada em N e X concentrada em L.

TEOREMA 1 (teorema de decomposicdo de Jordan). Seja v uma medida com sinal em (X, M). Entdo existem
Unicas medidas positivas v, v~ taisque v = vt —v~ e vt L.

Demonstragdo. 1) existéncia: tome (P, N) decomposigao de Hahn para v, vt = v 1P: E € Mw— v(ENP)e
v =—-vJN.

2) unicidade: suponha pt, ;= medidas positivas tais que v = u* — p~ e pt L p~. Tome P, N’ € M disjuntos e
tais que X = P’ U N’, P’ nulo para u~ e N’ nulo para uF. Sejam v* e (P, N) como no item anterior. Entao
(P,N) e (P',N'") sao ambas decomposi¢oes de Hahn para v, de modo que, pela unicidade enunciada no teorema
de decomposicao de Hahn, PAP’ ¢ NAN' sao v-nulos. Entao, para todo E € M, tem-se:

pH(E)=p"(ENP)=v(ENP)=v(ENP)=vt(E).

Analogamente, = (E) = v~ (F), logo pt =vtepu™ =v~.
O

DEFINIGAO 2 (variagdes positiva, negativa e total de uma medida com sinal). Com a notagéo do teorema acima,
o par (vT,v7) chama-se decomposicio de Jordan para v. A medida positiva v+ chama-se variagdo positiva e a
medida v~ chama-se varia¢do negativa de v. A medida positiva |v| = v + v~ chama-se v variagdo total de v.

OBSERVAGAO.

1. A nomenclatura acima segue a mesma nomenclatura usada para a decomposicdo de uma funcao de variagao
limitada nas suas variacOes positiva, negativa e total, conforme serd visto mais adiante; e, conforme também
serd visto, estas decomposicoes para medidas e para funcoes estao relacionadas entre si.

2. Note que, se co € Imv, v (X) = v(P) < oo, de modo que v é uma medida finita. Analogamente, se
—o0 € Imv, v~ é uma medida finita. Em particular, se Imr C R, entao Im v é um subconjunto limitado de R.

DEFINIGAO 3. Seja v medida com sinal em (X, M).
i) L'(v) =L*@wr)nL*(v™). Para f e Li(v), [ fdv=[fdvT — [ fdv.
ii) v diz-se o-finita se vt e v~ o forem (see |v| o for).

Exercicio:
Seja v medida com sinal em (X, M). Entao:

a) VE € M, [v(E)| < [v|(E).
b) LY(v) = LI(|v|) e, para toda f € L}(v), |[ fdv| < []f]d]v].

¢) v=fdly|,onde f = xp — xn e (P, N) decomposi¢ido de Hahn para v.



I.1) O teorema de Radon-Nikodym.

DEFINIGAO 4. Sejam v medida com sinal e p medida positiva em (X, M). Diz-se que v é absolutamente continua
com respeito a p (NOTAGAO: v < ) se VE € M, v(E) = 0 sempre que u(E) = 0.

No caso em que v ¢ finita, a condigao acima corresponde, de fato, a uma ideia de “continuidade”, no sentido
da proposigao abaixo:

PROPOSIGAO 1. Sejam v medida com sinal finita e p medida positiva em (X, M). Entdo v < p seeVe > 0,35 > 0
tal que, se E € M e u(E) < 0, entao |[v(E)| < e.

Demonstragao. (<) é imediata.

(=) Redugdo: basta provar o caso em que v é positiva. A reducdo decorre de: (i) (VE € M)|v(E)| < [v|(E) e
(i) v < p see |v| < p (verifique).

Seja, pois, v medida positiva finita tal que v < p. Suponha, por contradigao, que exista ¢ > 0 tal que,

V6 > 0, JE € M tal que u(F) < § e v(E) > e. Pondo § = 27", obtém-se uma sequéncia (Fy,)pen < M tal

que (Vn € N)u(E,) <27 e v(E,) > €. Tome E = limsup E,, = NpenUik>n B € M. Entao p(E) = 0 (pois,

Vn € N, pu(UksnEr) < 3 pe, i(Eg) < 2751 mas v(E) > € (pois, Vn € N, v(Up>,E)) > €, donde, pela

continuidade para baixo, v(Npen Ugp>n Ex) = limy o0 ¥(Uk>n Ex) > €). Isso contradiz v < u, donde a tese.

O

COROLARIO 1. Sejam (X, M, u) espaco de medida e f € L*(u). Entdo, para todo € > 0, existe § > 0 tal que, se
EeMep(E) <9, entao | [, fdu| <e.

Demonstragao. Basta observar que v = |f| dp é uma medida positiva finita e v < p; aplique a proposi¢do anterior
e a desigualdade triangular. O

OBSERVAGQAO. Alguma motivagdo para o teorema de Radon-Nikodym:

1. Seja f : R — R de classe C! e crescente. Pelo que vimos na primeira parte do curso, f induz uma medida de
Lebesgue-Stieltjes p15 : Bg — [0, 00]. Note que, Va < b € R:

TFC b
up ((a,4)) = £(b) — f(a) T2 / paa=[ s

de modo que as medidas py e f'dm coincidem em todo h-intervalo limitado. Isso implica, conforme jé vimos
quando da discussao das medidas de Lebesgue-Stieltjes, py = f dm. Se py for uma medida de probabilidade,
f' chama-se densidade de probabilidade da medida de probabilidade em questao.

2. Tendo em vista o que foi exposto no item anterior, gostariamos de investigar condicoes sob as quais uma medida
boreliana na reta é da forma f dm, com f boreliana positiva. Ou, num contexto mais abstrato, dado (X, M, u)
espaco de medida, gostarfamos de caracterizar as medidas em M da forma fdy, com f € LT, E claro que, se
uma medida v for dessa forma, entdo v < p. No caso em que p é o-finita, vale a reciproca; este é o conteido
do teorema de Radon-Nikodym, abaixo.



