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I) A medida de Lebesgue em R"

DEFINIGAO 1. O espago de medida de Lebesgue (R™, £, m™) é, por defini¢ao, o completamento de (R, @7 L, [T} m).
1. Notacao: Omitimos o “n” da notagao sempre que nao causar confusao.
2. Também chamamos de “medida de Lebesgue” a restricao de m™ a ®7L ou a @} Br = Bgn.

PRrOPOSIGAO 1. (R™, L™, m™) é o completamento de (R", @7 Bg, IIT'm).

PROPOSICAO 2. Seja p : R — [0,00] onde R = {II" I, : Vi, I; C R intervalo aberto} e p(II?_I;) = II'_,m(L;).
Considere p como pré-medida exterior e seja m* a medida exterior induzida. Entao L™ = o(m*) e m"™ = m*|zn.

e Valem para m™ as mesmas propriedades de regularidade e densidade vistas para m. Por exemplo:
PROPOSIGAO 3. VE € L™
(a) m™(E) =inf{m"(U): U PR U S E} =sup{m"(K) : K C E compacto}.
(b) IF € F,, 3G € G5, IN1, Ny C R™ nulos tais que

E=FUN; = G\Ns.

PROPOSIGAO 4. As funcdes continuas R™ — C com suporte compacto formam um subespago denso de L!(m™).
TEOREMA 1 (invariancia por translagoes de m™). Dado a € R”, defina 7, : R®™ — R™ por  — x + a.
(a) Para todo E € L™, 7,(E) € L™ e m"(7,(E)) = m"(E).
(b) Se f:R™ — K é L"-mensurével, com f > 0ou f € L, foT, também o ée [ fdm™ = [ foT,dm™.
e Prova:

1. Basta provar o caso E € By e f boreliana; o caso geral se obtém com o mesmo argumento usado com
n =1 (vide notas da aula 6).

2. Para provar o caso E € Bgn e f borelianos, basta verificar (b), pois (a) é caso particular de (b) com
fungoes caracteristicas no lugar de f. E, como 7, é homeomorfismo, é claro que f o 7, é boreliana; s6
resta verificar a invariancia da integral.

3. Para simplificar a notagdo, assumimos n = 2. Nesse caso, notando que m?|g, e, = m x m, e que
(R, Br,m) é o-finito, se f > 0 podemos aplicar Tonelli para concluir que (pondo a = (a1, az)):

[ #omadimxm) = [ o+ a0+ ax)dm x m) (o2
® / / F(e1 + a1, @0 + as)dm(@ )dm(z2)
() / / F(@1, 05 + as)dm(z:)dm(z2)
O] / / (1w + az)dm(as)dm(z:)
@//f(xl,xz)dm(xz)dm(wl)
(;)/fd(mxm)

(%): Tonelli.
(*x): invaridncia de m por translagoes.

Se f € L', segue do caso acima aplicado a |f| que |f| o7, = |f o 74| € LY; entdo podemos refazer
as mesmas integrais iteradas acima, usando-se Fubini no lugar de Tonelli, para concluir a desejada
invariancia da integral.



I.1) Teorema de Mudanga de Variaveis
DEFINIGAO 2. Gl(n,R) = {T : R™ — R" linear inversivel} C L(R™)

e Dada T € L(R™), denotaremos por [T;;]1<; j<n & sua matriz na base candnica € = (e1,--- ,€p):
n
T - €5 = Z Tijei
i=1

PROPOSIGAO 5 (mudanga linear de varidveis). Seja T' € Gl(n,R).
(i) Vf : R® — K Lebesgue-mensuravel, f o T também o é.

(ii) Em (i), se f >0 ou f € L,
/fdm:/foT|detT|dm.

(iii) VE € £, T(E) € £ e m(T(E)) = | det T| - m(E).

e Prova:

1. Redugao: basta mostrar o caso em que f e E sao borelianos; o caso geral seguird pelo mesmo argumento
que ja usamos anteriormente para demonstrar a invariancia por translacoes e homogeneidade com
respeito a homotetias da medida de Lebesgue unidimensional (vide notas da aula 6).

2. Seja, pois, f boreliana. Nesse caso, como T é continua, f o T é boreliana.

3. Conforme se prova nos cursos elementares de Algebra Linear, toda matriz inversivel pode ser trans-
formada na matriz identidade através de uma sequéncia finita de “operagoes elementares nas linhas”.
Equivalentemente, toda T' € Gi(n,R) é composi¢do de um ndmero finito de elementos de Gl(n,R) de
uma das formas abaixo:

Tipo 1: Ty (x1, -+, 25, ,&n) = (21, -+ ,cxj, -+ ,Zyn), ¢ # 0 (multiplicar uma linha por um escalar
nao nulo).
Tipo 2: To(z1,- -+ , x5, - ,&p) = (21, - ,&j + bxg, -+ ,Ty), k # j (multiplicar uma linha por um

escalar e somé-la noutra).

Tipo 3: T5(x1, - ,&j, Tk, -+ s Tp) = (T1,7 - , Ty~ -+, &, -+ ,Tp) (trocar duas linhas).

4. Seja G ={T € Gl(n,R)|Vf : R™ — [0, 00] boreliana, [ fdm = [ foT -|detT|dm}. Afirmo que G é um
subgrupo de Gl(n,R). Com efeito:

(a) Se S e T estiverem em G, tem-se, Vf > 0 boreliana:

/fmeéG/foT-\detT\dmSiG/foToS|detT||detS|dm
— —_——
>0 fo(ToS) | det(T0S)|

ToSed.

(b) Se T € G, tome f > 0 boreliana. Entao f o 7T~! > 0 boreliana, daf:

/foT—lmeiG/foT_loT~|detT\dm:|detT|/fdm:>

:>/fdm:|detT*1|/foT*1dm:/foT71-\detT71|dm

STl eg.

De a) e b), G é um subgrupo de GI(n,R), como afirmado.

5. Como as transformagcoes dos tipos 1, 2 e 3 geram Gi(n,R), se provarmos que 711,75, T5 como acima
estdo em G, segue G = Gl(n,R).

e Para T7: Vf > 0 boreliana:

/foT1-|detT1|dm:|c|/f(x1,-~- LCLj, e, Ty )dm
——

=cl

—

Tonelli |c] / flxa, - yexj, - xn)dm(x;)dm(zy) - - - dm(xj) - - - dm(zy) (%)

(Notagao: ~significa que estou omitindo da sequéncia.)



* Recorde (cf. notas da aula 6): Se E € L' e c € R\{0}, cE € L' e m(cE) = |c| - m(E), i.e.

/ X.p dm=|d / X gdm,
<=

= XE O He—1

onde p, : ¢ — rx denota a homotetia de razao r. Dai, Vf > 0 simples, segue da aditividade da

integral que:
[tones=ld [ same [ fopesicam= [ fim.

Assim sendo, Vf > 0 boreliana, tomando-se (¢,,), sequéncia de fungdes simples pontualmente
convergente para f, conclui-se pelo teorema da convergéncia monétona que, Ve € R\{0}:

[ #encdlam @ [ gim.

—

() PO / Flan,-eeag, e w)dm(ay)dm(ey) - dm() - dm(w,) 2" / fdm,

Voltemos:

logo Ty € G.
e Para Ty, com n = 2 (para simplificar a notagao):

/foT2~|detT2|dm:/f(x1+bx2,x2)dm2(x1,x2):
——

Togsni/f(xl_i_bxz’m)dm(m)dm(mz) —

mt invariante:por translagoes /f(l‘l, xg)dm(xl)dm(xg) _

Togelli/fdm

Ty e
e Para T3 e f > 0 boreliana:

/foT3|detT3|dm:/f(xl’...7xk,...’xj’...’xn)dmn(xl’...,xj’...,xk,...vxn):
=1

Tonelli

— /f(x17...7xk7...7:1/"7.’...7xn)dx1...dxj...dxk...dxn:
Tonelli

— /f(x17..)$k’7xj,7xn)dx1dmkdxj.d$n:
Tonelli

= /fdm.

T3 €@.
Conclusao: Vf > 0 boreliana, VT € Gl(n,R),

/fdm ‘é)/foT-|detT|dm.

6. Se f € L'(m™), aplicamos a férmula acima para (Ref)*, (Imf)*. Conclui-se que (A) também vale
para f.
7. Finalmente, dado E € Bgn, T(E) = (T~Y)"Y(E) € Bg» e

m(T(E)) :/ X7 dm w /XE oT toT - |detT|dm = |det T /XEdm = |det T|m(E),
——
=XgoT™!

o que conclui a prova do caso f e E borelianos, ao qual haviamos reduzido o caso geral.



- b
DEFINIGAO 3. Uma aplicagao ¢ : U € R" - R" diz-se um difeomorfismo C* se for uma aplicacdo de classe C1,
injetiva, com (Vz € U) Dp(x) € Gl(n,R).

OBSERVAQAO. Pelo teorema da fungao inversa, a condi¢do acima é equivalente a: ¢(U) C R™ é aberto, ¢ : U —
d(U) é de classe C1, inversivel, com ¢~ : ¢(U) — U de classe C*.

ab
TEOREMA 2 (de mudanga de varidveis). Sejam €2 CR"e ¢ : Q — R™ difeomorfismo C!. Tem-se:
(i) Vf : R™ — K Lebesgue-mensurdvel, f o ¢ também o é.
(i) Se, em (i), f > 0ou f € L*,

fdm = /Qf o ¢(x) - | det Dp(x)|dm(x).

()

(iii) Se E C 0 for Lebesgue-mensurével, ¢(E) também o é e
m(o(E)) = [ |det Do(z)dmz).
E

e Prova:

1. Redugéo: basta considerar o caso em que f é boreliana (.". f o ¢ também o é) e provar (ii), pois (iii) é
caso particular de (ii).

2. Preliminares:

2.1) Em R™, usemos a norma || - || dada por (sendo x = (z1,- - ,2,) na base canonica):
el = mas

Nessa norma, dado r > 0, a bola fechada B,[x] = [[_,[x; — r,2; + r] é um cubo (i.e. um produto
de intervalos compactos de mesmo comprimento) de lado 2r.

2.2) Seja T € L(R™).

e Note que, Vo = (21, ,z,) € R", sendo [T] = [T;;] na base canénica,
n
RS S Y D ol I
J:

—_———
des A n
< > 1Tl

1
—_———
S OIT50| lll
j=1
e Defina:

IT]| = max Z T

1<i<n

Isso define uma norma em L(R™) (que é um R-espaco vetorial de dimensao finita, portanto
todas as suas normas sdo equivalentes) para a qual, Vo € R", ||T - z|| < ||T] - |z

2.3) Seja  um cubo contido em = dom ¢. Sendo ¢, - , ¢, as componentes de ¢, Vz,y € Q tais
que x # y, para todo ¢ € {1,--- ,n}, pelo teorema do valor médio 3¢; €], y[ (onde ]z, y[ denota o
segmento aberto com extremos x e y) tal que:

¢i(r) = di(y) = Doi(&) - (x —y) =
-L G ew




Dal,

des A 82 i
|6i(x) = gily) < > @@ 2 — y5] <
j=1 /
| 9i(&) 51
"~ | 0 (&
< mxz ‘g 1] = o)
=

< sup{[|[Do(&)[| : € € @} - lz — yl.
Dai,
[6(x) = ¢(y)|l = max |¢i(x) — ¢ (y)| < sup{[|DH(E)| : § € Q} - [z — yl|.

1<i<n

Note que « = sup{||D¢(§)|| : £ € Q} < o0, pois D¢ é continua e @ é compacto.

2.4) CoroLARIO: m($(Q)) < [sup [|D(S)] : € € QY™ - m(Q)
* Prova: Segue de 2.3) que ¢(Q) estd contido num cubo de lado a - (lado de Q). Como:

Ay i R" 5 R
T ax
é tal que det A, = o™, segue da proposicao 5, m(A,Q) = | det \y| - m(Q) = a"m(Q),

monotonicidade inv. por trans

. m(o(Q)) < m(cubo de lado a- 4(Q)) "= "m(AaQ) = a"m(Q).

2.5) Todo aberto U C R™ pode ser escrito como reunido enumerével de cubos com interiores disjuntos.
x Prova: Para cada k € N, defina

Qr = {Q C R"Q cubo de lado 27% com vértices em (27% . Z)"}

(ie. Q € Qy see Q for da forma [[;—,[a;, b;] com (Vi) a; € 27k .7 < 2%, € Zeb;—a; =27F).
Dado U C R™ aberto, defina:

Uy = {Q € Qo|Q C U}

U ={Q e Q1|Q CU e IQ € Uy com Q C Q}

Uy = {Q € Qa|Q CU e $Q € Ul_ Ui com Q C Q}

Up ={Q € Qu|Q CU e FQ € U U; com Q C Q}

Verifique que U;en!f; é uma colecdo enumeravel de cubos com interiores disjuntos tal que
UlUsents] = U.
3. Seja @ C 2 cubo.
3.1) Afirmagao: Ve > 0, 36 > 0 tal que Va,y € Q com ||z — y|| < 4, tem-se

[Dé(y)~! o Dg()||” < 1 +e. )
* Prova:
QxQLR
(z,y) = | De(y) " o De(x)|"
é continua, pois é a composta das flexas abaixo, as quais sao todas continuas:

Q x Q = Gl(n,R) x Gl(n, R) 2 Gl(n,R) x Gl(n, R) > Gl(n,R) & LR") 15 R

(z,y) = (Do(y), Do(z))
(A, B) (AL, B)




Entao, como @ x @ é compacto, 1 é unformemente continua, i.e. Ve > 0, 3§ > 0 tal que, se

(z,9), (2", y') € @ x Q e [|(z,y) — («/,y)|| <0 (norma do maximo), [¢(z,y) — ¥ (z',y)| < e
Em particular, se (z,y) € Q e ||z — y|| < J, entao ||(z,y) — (z,z)|| < 4, logo:

¢($7y) -1< W(%y) - ’(/}(377:5) | <e€
=1

Y(z,y) <1+e,
——

= D (y)~" o Do(a)|"

como afirmado.

3.2) Dado € > 0, tome § > 0 como em 3.1) e particione os lados de @ em subintervalos de comprimento
< 4, o que permite escrever Q como reuniao finita de cubos com interiores disjuntos de lados
menores que J, digamos Q = UY;Q¢. Note que, para quaisquer z,y € Q5, 1 <i < N, ||z —y[| <6

*. vale (1).
Para 1 <i < N, seja x; o centro de Q5. Tem-se, VI' € Gi(n,R):

m($(Q5)) = m(T o [T 0 §(Q5)]) = [det T| - m(T ™" 0 ¢(Q5))
Recorde de 2.4) que VQ C 9 cubo, m(¢(Q)) < [sup{||D¢(&)| : &€ € Q}]" - m(Q). Dai, com

“1og¢ e C! no lugar de ¢, e QS no lugar de Q:
=T~ o D(&)
—_—~
m($(Q5)) = [det T| - m(T~" 0 ¢(Qf)) < |det T| - [sup{|| D(T™" 0 9)(€) || : € € QF}]" m(Q5)
= sup{||T" o D(&)[|" : € € Q5}

Em particular, para T' = D¢(z;), obtém-se:

(2 1+e€
m($(Q5)) < |det Do(x;)| - sup{|| Dg(z:) "' o DH(&)[" - € € Q5}-m(Q)
<l+4e
=om(9(Q5)) < (1+ ¢€)| det Do(;)|m(Q5).

Daf, como ¢(Q) = UN.;6(QS), segue:

N N
) < > m(é(QF)) < (14 €)Y | det Dea)|m(Q5)- (2)
i=1 i=1
Tome
N
Z det De(:)| X -
Ponha € = 5, n € N. Para cada tal ¢ = -, corresponda § = §,, > 0 dado por 3.1) e de modo que

0n \¢ 0. Afirmo que (V1 ),en converge m q.s. para a fungao

R" - R
z = |det Do(z)| X o ().

Note que, para cada € > 0, m(UX.,0Q¢) = 0 (i.e. cada face tem medida de Lebesgue zero). Assim,

N(n) .
U Yo |=o.

neN i=1
A
1
Ve e Q\A, Vn € N, 3li = i(n) € {1,...,N(n)} tal que = €int Q) (i.e. = pertence ao interior
1
de um tnico cubo Q] na decomposicao de ) para € = 7) Dai V1 (z) = |det Do(z;(n))| e, como



Ti(n), T € Qf('n), |Zi(n) — z|| < &,. Portanto, ¢,y — x, donde Do(z;(n)) — D(x) (pois ¢ € ch),
de modo que

U1 (z) = |det Dp(win))| — |det Dp(a)|X ().

Ou seja, em Q\A, ¥y, — [det Dd|X 5, 0 que prova a afirmagdo. Além disso, a convergéncia é
dominada, pois, Vn € N:

Ws | "< sup{|det Do(a)] : 7 € Q} - Xg

1
valendo a desigualdade no complementar da unido das faces dos cubos @Q;*, i.e. no complementar
de A. Podemos, pois, aplicar o teorema da convergéncia dominada:

/\I/;meH—OO>/|detD¢\XQdm.

Dali, para todo n € N, pela desigualdade (2) com € = 1/n,
1 N(n) . 1
= n—oo
m(6(Q)) < (14 7)Y |det Dofa)m(Q) = (14 7) [ Wydm "5 [ |det Dolam,
n =1 n n Q

portanto:

m(&(Q)) < /Q | det D|dm. (3)

4. Seja U aberto, U C Q. Por 2.5), I(Qn)nen sequéncia de cubos com interiores disjuntos tais que
U = Upen@np. Entao, o(U) = U,enéd(Qr), donde

mo) < 3 m6@Qn) L 3 /Q | det D () dm(z) =

neN neN
=3 /XQn|det Dg|dm " /Z Xo, | det Dg|dm =
neN neN

afirmacao / Xy, | det Dg|dm = / | det Dg|dm.
u

— Prova da afirmacao: Seja (Vn)0@, a fronteira topoldgica de @Q,. Entao m(0Q,) = 0, donde
m(Unen0Qr) = 0. Ora, Yo € U\ Upen OQn, 3no € N tal que z € @y, (existe pois Upen@Qn =U, €
é Uinico, pois o int @,N int Q,,, =0, se n # m), daf:

Y Xa. @) =X, () = 1= Xy (@).

neN

Ou seja, Xy € >,y X, coincidem em U\ Upen 0@y, e também coincidem em R™\U. Logo, X, e
coincidem em R™\ U, ey 0@y, i.e. coincidem m-quase sempre.
neN XQH S 1) q p

Conclusao: YU éé) Q,
m(o(th) < [ |det Dojm. (4)
u

5. Seja, Vk € N,

Wi ={z € Q|||z]| < k e |det Do(x)| < k}

b
de modo que Wy, CQe UrenWi = Q, (Wi )ken crescente. Tome E C Q, E € Bg~. Entao:

EzEﬁQzEﬁ(U Wk> = J (EnWy)

keN keN “E,

e (Fk)ken € crescente.



— Afirmagao: Vk € N,

m(qS(Ek))g/ | det Do|dm.

k

— Prova:

1) 3(Uyn)nen sequéncia de abertos decrescente tal que Eyx C Npenly, € m(Ey) ®) m(Npenlty) (a

existéncia decorre do fato de que m(Ey) = inf{m(U)|U D Ej e U aberto}). Substituindo, se
necessério, U,, por U,, N Wy, para cada n, podemos supor (Vn) U,, C Wy.
Note que, como m(Ey) < oo (pois Ex, C Wi e m(Wy) < o0), a igualdade () implica que
m(Npentn\Ex) = 0.

2) Decorre de 1) que, Vk € N,

m(qS(E'k)) monoto;icidade m <¢ (m Z,{n>> monoto;icidade m (ﬂ (b(un)) (2) hmm(qﬁ(l/{n))

neN neN

(#x) vale pela continuidade para baixo da medida, tendo em vista que {¢p(U,,)}, é decrescente
e, pela desigualdade (4) ao final da parte 4:

m(pUs)) < / | det Dop| dm < km(Wy) < oo.
U (CWy)

Por outro lado, Vn, também pela desigualdade (4):

m(¢(Un)) < /Xun|det D¢ldm

Xy, |det DG| =5 X, [det Dg| = X | det Dg| m-g.s.

A convergéncia é dominanda, pois, (Vn)

Xy, |detDg| <kxy, € L'(m).
n

<k em W,
< Xw, = iy

Dai, pelo TCD,

/Xun|detD¢\ o /XEk\dethbL
Portanto, limm(¢Uy,)) < [ |det Do|dm e, de (+x), conclui-se que, Yk, m(¢(Ex)) < [ |det Dg|dm,

o que conclui a prova da afirmacao.
Ora, m(¢(Ey)) /* m(¢(E)) (pela continuidade para cima), e:

TCM

m(6(Ep)) < /XEk|detD¢|dm—>/XE|detD¢|dm.
Dal,
m($(E)) < / | det Dg|dm (5)
E

(vale VE C Q, E € Bgn).



6. Seja, ¥ : R™ — [0, 00) simples, > 0. Digamos, 1) = Zle a;Xp,> Ei € Bgn, na representacio padrao.

k
¢dm=/X % < aiX&) dm =
k
= / D GX gy dm =
i=1

k
= Zaim( EinéQ) )<

———
=¢ (¢ (Ei)
—_—
C2 e Boreliano

(5) com ¢~ (E;)
no lugar de E

k
< ai/ | det Dpldm =
; o~ 1(E:)

k
:/Zai X1, |det Dpldm =
Q-1 ——
=Xpg, °9¢
=¢o¢
:/z/;o¢|detD¢|dm.
Q

Assim, Vi > 0 simples,

/ hdm < / 1 o ¢| det Dg|dm. (6)
#(Q) Q

p.
7. Dada f : R™ — [0, 00] boreliana, 3(1,, )nen sequéncia de fungdes simples tal que 1,  f. Assim, pelo
teorema da convergéncia mondtona:
TCM

(6) TCM
< /Xg‘lffn o ¢ - |det Do|dm —— / f o ¢|det Do|dm
Q
Dali,

fdm < / f o ¢|det Doldm
() Q

(vale Vf > 0, boreliana).

8. Agora, pela estimativa da parte 7, com F = f o ¢|det D¢| e ¢! no lugar de f e ¢, respectivamente,
obtém-se:

/ deg/ Fog¢ 'det Do~ dm =
Q=¢=1(3(2)) ¢

()
- /¢>(Q) fogod ™ (z) |det D(¢~"(x))||det Do~ (z)| dm(z) =
= f(.’E) = |det D¢(¢_1(l’)) ° D¢_1($) | -1

=D(¢po ¢ V) (z) =idrn
= / fdm
#()

Conclusao: Vf > 0 boreliana,

fam &)

/ f o ¢|det Dp|dm.
(82) Q

Daf, se f : R — C estiver em L', podemos aplicar (A) para (Ref)*, (Imf)* e concluir que X, - f o
¢ - |det Dg| € L(m), e que vale (A) para f.



La contredanse est finie.

e Aplicacio to teorema de mudanga de varidveis: definir medidas em variedades riemannianas (vide livro do
Taylor).
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