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I) Medida Produto (continuagdo)

TEOREMA 1 (Tonelli). Sejam (X, M, u) e (Y,N,v) espagos de medida o-finitos e f : X X Y — [0,00] M @ N-
mensurdvel, f > 0. Entao (1) as aplicagoes X — [0,00] e Y — [0, 00] dadas, respectivamente, por z — [ f,dv e
y — [ fYdp sdo ambas mensurdveis (e > 0) e

@ [ saes = [| [ v au= [ | [ 2]

e Prova:

(i)
(i)

(iii)

Se f=Xg,com Ee M®N, (1) e (2) ja foram provados na proposi¢ao anterior.

Segue de (i) que (1) e (2) também valem se f for simples > 0; com efeito, se f = Y1 a; X, (repre-
sentagao padrao), tem-se, Vo € X:

fac = Z al(XE,)éI?
=1

/fwdl/: gai/(XEi)de

daf z — [ fydv é mensurével e

/[/fapdu} duzgai /[/(XEi)xdu} dp :/fd(uxy)’

O [ Xt x ) = o< ()
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e argumento analogo se aplica para segdes “y”.

P
Dada f € LT (M ® N), tome (¢ )nen sequéncia crescente de fungoes simples > 0 tal que ¢, 7~ f.
p
Entédo, Vo € X, (¢n)z 7 fz €, pelo TCM,

[ 7 [ v

Daf  — [ fydv é M-mensurével (pois ¢ o limite pontual de uma sequéncia de M-mensurdveis) e,

novamente pelo TCM:
/Mwmﬁﬂy /UMWM
D [ ondtux )™ [ patuxv)

Por unicidade do limite, segue

[ titwx = [ [ e miviinta)

W,

e argumento analogo para as segoes “y”.

TEOREMA 2 (Fubini). Sejam (X, M, u) e (Y,N,v) o-finitos.

(a) Se f: X xY — R for i x v-quase integravel, entdo:

(1)

e Para p-q.t. z € X, f, é quase-integrével e x — [ f,dv é uma fungdo mensurdvel (definida quase
sempre) e quase-integravel.



e Parav-q.t. y €Y, f¥ é quase-integravel e y — [ f¥dp é uma fungao mensurdvel e quase-integrével.

J[f o= = [

(b) Dada f € L'(u x v), entdao valem (1) e (2) acima substituindo-se “quase-integravel” por “integravel”.

(2)

e Prova:

(i) Basta provar (a). Por hipdtese, f: X x Y — R é quase-integrdvel; digamos, [ fTd(u x v) < .
(ii) Note que, Vo € X, (f,)* = (fT).; omitiremos, pois, os parénteses da notagao e escreveremos f,'.

(iii) Pelo teorema de Tonelli aplicado a f* e f~, tem-se:

X — [0, ]

x|—>/fid1/
[ ] au= [ ragocn)

/Uﬁﬂw<m

daf 3N € M com pu(N¢) =0e (Vz € N) [ fifdv < co. Entao, Vo € N, f, é quase-integravel e
[ tetv= [ grav [ oav

N >R

T /frdl/

é mensurével, i.e. z +— [ fydv é mensurdvel no sentido estendido. Note que

(/fmdy)+: /fde:/f;_dV—/f;dl/g/f;dV se /fzdyz()
0 C.C.

Daf, Vo € N, ([ fadv)t < [ ffdv e, como z — [ fiFdv é integravel, segue que z — ([ fodv)™
integravel e daf z — [ fydv é quase-integrével e

/ /iﬁm’W?N]ﬁwjﬁﬂ%w=/UﬁWPw/Lﬁm4w=/wmw)

=fF—fz
/f+du><u /f d(p x v)

e Observagao: Os dois teoremas acima sao, em geral, aplicados “in tandem”. Tipicamente, dada f : X XY — K
M ® N-mensurével, queremos calcular [ f via integrais interadas. A estratégia é:

é mensuravel e

(iv) Como [ frd(p x v) < oo tem-se

e dai

(A9}

Para segbes “y” o argumento é analogo.

(i) Calcule [ |f| por Tonelli.
(ii) Se [ |f| < oo, aplica-se Fubini para calcular [ f, calculando-se integrais iteradas.
TEOREMA 3. (Fubini para medidas completas) Sejam (X, M, u) e (Y, N, v) espagos de medida o-finitos e comple-

tos, e (X X Y, M @ N, A) o completamento de (X x Y, M @ N, u x v). Dada f M ® N-mensuravel e a) f > 0 ou
b) f € LY(N), tem-se:




(1) Para p-q.t. z € X, f, é N-mensurdvel (> 0 com a), € £!(v) com b)), a funcio definida q.s. z — [ fydv é
mensurdvel (>0 com a) e € £!(1) com b)) e:

[l
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Enunciado analogo para segoes “y”.

OBSERVAGAO. O teorema acima se aplica, em particular, para o completamento de (R™ = [[} R, ®7L, [} m),
onde L é a og-algebra de Lebesgue em R e m a medida de Lebesgue em £. Como veremos na préxima segao, tal
completamento é o espaco de medida de Lebesgue (R™, L™, m").



