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Notas da Aula 12 (29/4)
I) Medida Produto (continuagio)
DEFINIGAO 1 (classe mondtona). Sejam X conjunto, C C P(X). C diz-se uma classe mondtona se C # 0 e:

(i) (En)nen C C crescente = U,enE, € C

(i1) (Ep)nen < C decrescente = NyenEy € C

e Exemplo: Toda o-algebra é uma classe monétona.

PROPOSIGAO 1. A interseccao de uma familia (Cy)aeca de classes mondtonas em X é uma classe mondtona se for
nao-vazia.

DEFINIGAO 2. Dado E C 2%, a classe monétona gerada por E é a intersecdo da familia de todas as classes
mondétonas C C P(X) tais que E C C. Notagao: C(E).

TEOREMA 1 (Lema da Classe Moné6tona). Sejam X um conjunto e A uma dlgebra em P(X). Entao o(A) = C(A).

e Prova: E claro que C(A) C o(A). Para verificar a outra inclusio, basta mostrar que C(.A) é uma o-dlgebra.
Com efeito, para cada E € C = C(A), defina C(FE) = {F € C|[E\F € C,F\E € C e FNE € C}. Note que,
dados E,F € C, F € C(E) & FE € C(F) (por simetria na defini¢ao de C(FE)).

— Afirmagdo: VE € C, C(E) = C. Nesse caso, VE,F € C, E\F € Ce ENF €. Dai, como X € A CC,
C é fechada por complementagao e interseccao finita. Ou seja, C é uma algebra e é fechada por uniao
enumeravel crescente .-, C é g-algebra.

— Prova da afirmagao:

1. VE € C, C(F) é uma classe monétona. Com efeito:
(i) C(E) #0 (pois E € C(E))
(ii) Se (Fp)n < C(E) crescente, tem-se:

(ii.1)
<Lnj Fn> \E = L"J(FZEE) ecC
(ii.2)
E\[|JE. | = (E\F.) ecC
(Ur)-new
(ii.3)

EnN (UFn> =|JEnF)ecC

neN cc

(iii) Se (Fy)nen < C(E) decrescente, tem-se:
(iii.1)

(O Fn> \E = O (F,,;EE) ecC

(iii.2)

E\ (ﬂ Fn> = J(E\F)ecC

n neN cc



(iii.3)

EnN (ﬂF) = (ENF,)ecC

neN cc

. C(E) é uma classe monétona, como afirmamos.
2. Dado FE € A, tem-se:

(i) AC C(E),ie. VF € A, F € C(E). Entao C = C(A) C C(F) (pois C(F) é classe mondtona,
por 1.). Dai, C = C(E).

3. Dado F € C, afirmo que A C C(F). Com efeito, VE € A, por 2. F € C(E) & E € C(F), ie.
ACC(F). Dai, C=C(A) C C(F) ...C=C(F).

PROPOSIGAO 2. Sejam (X, M, u) e (Y, N, v) espagos de medida o-finitos. Dado F € M @ N:

1. as aplicagdes X — [0,00] e Y — [0, 00] definidas, respectivamente, por z — v(E;) e z — u(EY), sdo ambas
mensuraveis.

2 [ u(B,)du(x) = p x V(E) = [ p(EY)du(y).

e Prova da proposicao:

(i) Suponha pu e v finitos. Seja C = {F € M@ N| 1. e 2. valem para E}. - C = M ® N. Basta mostrar:
1. A= A(R) CC.
2. C é uma classe mondtona.
Daf: C D C(A) M 4 classe mondtona o 4y — M@ N e entiio C = M@ N.

Tem-se:

(a) Se E=AXxBeR (ie. Ac Me BeN),

VxEX,Ea;:{B sex €A
0 cc
S V(Ey) = X 4(x)v(B) .z — v(E;) é mensurdvel. Analogamente, y — p(EY) é mensuravel. Além

disso,

[ vEdu) = [ Xa@r(B)dua) =(B) [ Xadn = w(AW(B) = (ux )4 x B) = (1 x v)(E)
——

=un(A)

Analogamente,

[ uEnavty) = (e v)(E)

(b) Se E=U;_E;com E; € Rparal <i<n: (Vo € X) E, =U;_(E})y .. v(Ey) = > i v((Ei)z)
. 1. vale para  — v(E,). Além disso:
[vEdn) =3 [v(B))dnte) = vie)
=1 —_—
por (a)
=) (4 x )(E)

" 2. vale para [ v(E,)du. Para as se¢oes “y” o argumento é andlogo. Entdo A C C.
(¢) Afirmo que C é classe monétona. E claro que C # ), pois A C C.
(c.1) Seja (En)nen < C crescente. H E = U,E,, € C. Com efeito:

o Vi € X: (UpEy)z = Up(Ey)x e, pela continuidade para cima de v, segue v(E,) = limv((Ey)x)
é M-mensuravel.

e Como z — v((E,),) cresce pontualmente para x — v(E,), pelo TCM

/ W(Eodule) 2 [ o(E)du(z)

=puxv(E,) E)%ux v(E)

onde (x) vale pela continuidade para cima para p X v. Portanto, pela unicidade do limite,
segue:

/ v(Ey)du(z) = p x v(E)



(39

O mesmo argumento se aplica para as se¢oes “y” e conclui-se que E = Upen B, € C.
(c.2) Seja (Fn)nen < C decrescente. - E = NyenE, € C. Com efeito:
o Vz € X: (MhenEn)z = Muen(En). €, como v é finita, segue, pela continuidade para baixo
de v, que v(E;) = limv((E,),) dai © — v(E;) é M-mensurdvel. Note que, Vz € X,
VneN, v((En)z) <v(Y) < oo, .. v(Y)Xy é uma fungao integréavel que domina a sequéncia
x— v((En)z) e, pelo TCD:

/wwmmwm> T, [ (B, )du(z)

=puxv(E,) ﬂ>;L>< v(E)

onde (xx) vale pela continuidade para baixo de u x v. Logo, pela unicidade do limite, segue:

[vEdute) = o viE)

O mesmo vale para as secoes “y”, .. F satisfaz 1. e 2., i.e. E € C. Dai C é classe mondétona,
como afirmado. Entao M @ N/ = C, o que prova a tese no caso u e v finitas.
(ii) Caso geral, i.e. p e v o-finitas. Posso tomar (A, X B, )nen < R crescente tal que (Vn) uxv(A, x By,) =
w(A)v(B,) < 00 e UpenAyn X B, = X x Y. Para cadan € N, o caso (i) se aplica para a medida finita
(1 x v)i(A, x B,), a qual coincide com a medida produto das medidas finitas uiA4, e viB,, conforme
o ultimo item do exercicio abaixo:

Exercicio:
Recorde a questao 10 da lista 2 (se¢do 1.3): dados (X, M, ) espaco de medida e E € M, uiE : M —
[0, 00] dada por A — p(A N E) é uma medida. Além disso:

a) Se f €L ou felu), [fd(usE)= [, fdu.
b) pu = piE + paE°. Portanto, conforme visto na questdo 1 da lista 8, L1(u) = LY (uaE) N LY (ulE°).

c) Se (Y,N,v) for outro espaco de medida, A € M e B € N o-finitos, entao (uiA) x (vuB) =
(u X V)J(A X B).

Portanto, pela parte (i), (VE € M@ N,¥n € N)z € X — v.B,(E,) é mensuravel e:

/V_IBn(EI) d(psAy)(z) = psA, x vaB,(E) =
=uxv(ENA, x B,).

(1)

Como (By,), < N é crescente e sua uniao é Y, segue-se que, (Vo € X)v.B,(E,) = v(E,NB,) /S v(Ey,),
usando a continuidade para cima da medida v. Dal = — v(E,) é mensurdvel (pois é o limite pontual
de uma sequéncia de fung¢des mensuraveis). E, como

n— oo

(Vx € X)XAn (x)vaBn(Ey) N v(Ey)

conclui-se pelo TCM que [ viB,(E,) d(usAn)(x) = [ X4 (2)vaBn(E,) du(z) — [v(E,)du(z). Por-
tanto, por (1), este deve ser o limite de u X v(E N A, X By,), o qual, usando a continuidade para cima
da medida p x v, também deve ser igual a pu x v(E). Por unicidade do limite, conclui-se, finalmente,
Jv(Ez) dp(z) = px v(E).

O mesmo vale para as se¢oes “y”, dai a tese.



