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I) Medida Produto Sejam (X, M,pu) e (Y,N,v) espacos de medida. Queremos definir uma medida em
(X x Y, M ®N) induzida por u e v de forma natural.

DEFINIGAO 1. Seja R = {A x B|A € M e B € N'}. Os elementos de R chamam-se retangulos mensurdveis.

ProOPOSIGAO 1. Com a notagéo acima, R é uma semi-dlgebra. Com efeito:

e Se AxBeReA xB eR,

(AxB)N(A'xB)Y=(AnA)x(BNB)eR
—_— Y
eEM eN

e X XY eR
e Dado AXx BeWR,

(Ax B)*=(A°xY)U(X x B) = (A° x Y)U(A x B°)
COROLARIO 1. A dlgebra A = A(R) gerada por R é dada por:
A = {U7 4i x Bi|(A; x By)i<i<n <R}
e Note que o(A) = M N (pois 0(R) C a(A) C M N =0o(R)).
DEFINIGAO 2.
7o+ A — [0,00)
F = Ui:lAi X Bi — leu,(Al)V<Bl)
PROPOSIGAO 2. Com a notagao acima, my estd bem definida e é uma medida em A.
LEMA 1. Seja AxBeTRe (Az X Bi)iEN ~< R tal que AxB= UiENAi x B;. Entao /,L(A)Z/(B) = EiEN /J(A,L)V(BJ
e Para verificar que my estd bem definida:
_ " . R o / !/
E= Ui:lA" x B; = Uj:lAJ‘ x B}
Entao:
(Vi)A; x Bi = (A; x B;))NE = szl(Ai NA}) x (B; N B})

Portanto, pelo lema u(A;)v(B;) = Y°7%, n(A;NA})v(B;N B}), donde Y37, pu(Ai)v(By) = 3200, D000, p(Ain
Al)v(B; N BY) e o mesmo vale para 37", A} x Bj.

e Prova do lema: Note que

Xaxs :Z XA, xB;
=Xa XnB :XAi'XBi

iee Ve X, VyeY:

Xal@) Xpy) = Z X a, () XB, (y)

ieN



Fixe y € Y e olhe para os dois membros como fun¢ées mensuraveis positivas de z. Tem-se:

[ @) X = [ 3 X0 X, )dt)

1EN
X5 (y)n(A)

TgM /XA XB( )dp(z)

1€N

Assim, Yy € Y

Dai:

n(A) XpW) =D Xp, () - n(A)

i€N

/ H(A) - X () du(y) = / S X, )i Ai)dv(y)

€N

— WA uB) e
< /XB du(y)

€N

M(Az) : V(Bi)

e Prova da proposicao: exercicio, usando o lema.

e Como 7y é uma medida em A, segue do teorema de extensdo de Carathéodory que

1.

A restricao da medida exterior 7* induzida por 7y a M @ N' = o(A) é uma medida que extende 7.

Definigao: Tal medida chama-se medida produto e denota-se por p@v =p xv: M RN — [0, 00].

A restricao de 7* a o(7*) D M ® N é uma medida completa, a qual denotaremos por p X v. Note que
(X xY,o(m*),u X v) é o saturamento do completamento de (X x Y, M @ N, u X v).

e (X, M,u) e (Y,N,v) forem o-finitos, 7y também o é. Com efeito, tome:

(a) (Ay)ien =M com (Vi) u(A4;) < 0o e Ujen4; = X.
(b) (Bj)jen =N com (Vj) u(B;) < 0o e UjenB; =Y.
Entéo, (Al X Bj)i,jEN <A é tal que (vz,j) 7'&'0(141' X Bj) = ,u(Ai)V(Bj) < oo e Ui,jeNAi X Bj =XxY.
Nesse caso, pela unicidade dada pelo teorema de extensao de Carathéodory, p X v é a tnica extensao

de mp a uma medida em M ® N (.. é a tinica medida em M ® N que, em todo retdngulo mensurdvel
A X B € R, édada por u(A)v(B)). Além disso, u X v é o completamento de p X v.

e Observagoes:

1.

A mesma contrucdo pode ser feita para uma sequéncia finita {(X;, M, ,Ltz)}19§ de espacos men-
surdveis, obtendo-se uma medida H?Zl Wi = p1 X oo X fiy : M1 ® - @ M, — [0,00] tal que
H?lei(Az Xoee XAn) :H?:lﬂl(Al) se (A1 X oee XAn) €M1®®Mn

Valem as relacoes de associatividade esperadas. Por exemplo, se {(X;, M, ;) }1<i<3, as bijecoes:

X1 X X2 X X3 — (X1 X X2) X X3 i) X1 X (XQ X X3)
(z1,72,73) = ((1,22), 73) = (z1, (z2,73))

induzem isomorfismos mensurdveis

(X1 X Xo X X3, M1 @ Mo @ M3) = (X1 x Xa) x X3,( M) @ Ma) @ M3)
= (X1 X (X2 X X3), M1 ® (M3 ® Ms))

e, com essas identificagoes:

pa X p2 X piz = (p1 X pi2) X p3 = p1 X (2 X p3)

e Préximo objetivo: Dados (X, M, u) e (Y,N,v) espagos de medida, queremos investigar integrabilidade e

calcular integrais em (X X Y, M @ N, u x v) através de integrais iteradas.

e Fixemos, até o final desta secao, (X, M, ) e (Y, N,v) espacos de medida.



e Notacao:
l. ParaEFC X xYexe X, yeVY

E, ={yeY|(z,y)e B} CY
EY={ze X|(z,y) e E} C X

2. Para f: X xY =>K zeX,yeY

fo=f(z,):Y =K
fP=fy): X =K

PRrROPOSIGAO 3. Com a notagao acima:
(a) Se FEMON:Vxe X, E,eNeVyeY, EY € M.
(b) Se f: (XxY, M®N) — K é mensurdvel: Vx € X, f, : (Y,N) = KémensurdveleVy € Y, f¥ : (X, M) - K

¢ mensuravel.

e Prova:

(a) 1.SeE=AxBeR:

Analogamente

0 seyé¢ B
y _
E_{A sey € B eM

2. SejaC={ECXxYNzeX,VyeY,E, e N e EY € M}. Ja vimos que R C C. - C é o-dlgebra
(daf M@ N =0(R) C C e daf a tese). Com efeito:
(i) C# 0 (pois ) # R C C)
(ii) Seja E € C. + E€ € C. De fato, (Vz € X) (E°), = (E;)¢ € N (pois y € (E), < (x,y) € E° &
(t,y) ¢ Esy¢ E,oye(E))e(VyeY) (E)Y =(EY)°eM .. E°eC.
(iii) Seja (Ep)nen <C. F UpenE, € C. Ora, Vo € X:

(UEn)f U B e N

neN neN

(pois y € (UnenEn)e < (2,y) € UnE, < 3n € N|(z,y) € B, &y € Up(Ep)e)
Analogamente, Yy € Y:

<U En>y = JEn)Y e M

neN n
S URE, €C . C é o-dlgebra.
(b) E coroldrio de (a), pois, VB C K aberto,

por (a)

(Vo€ X)(fo)'(B) =/ (B)l. €

(pois y € (fo)"'(B) & fuly) € B f(z,y) € B (x,y) € f71(B) &y € [f7(X)]s) e argumento
analogo para fY.



