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Notas da Aula 10 (22/4)
I) Modos de Convergéncia. Fixemos um espago de medida (X, M, u) até o final desta secio.

DEFINIGAO 1. Sejam (fn)nen sequéncia de fungdes mensurdveis em X e f fun¢ao mensurdvel em X (digamos, a
valores em C). Diz-se que:

[P ] (fn)n converge pontualmente para f (NOTAGAO: f, 25 f) se Ve > 0,Yz € X,3Ing € N,¥n > ng, |fn(z) —
f(@)| <e

[U ] (fu)n converge uniformemente para f (NOTAGAO: f, - f) se Ve > 0,3ng € N,Vz € X,Vn > ng, |fn(z) —
1)l < e

[AE ] (fy)n converge quase sempre para f (NOTAGAO: f, — f pa.e.) se IN € M tal que u(N¢) =0e f, 5 f

em N, ie. se IN € M : u(N°) =0,¥e > 0,Vz € N,Ing € N,Vn > ng, | fu(z) — f(2)] <e.

[L® ] (fn)n converge em L para f (NOTAGAO: f, SN f)se AN € M : u(N°) =0, f, & f em N; verifique que
esta condi¢ao é equivalente a Ve > 0,IN € M : u(N¢) = 0,3Ing € N,Vn > ng,Va € N, |fu(z) — f(2)| < e

[AU | (fn)n converge quase uniformemente para f (NOTAGAO: f, “% f) se Ve > 0,aN € M : u(N°¢) < e e
fn 5 f em N; verifique que esta condicio é equivalente a Ve > 0,IN € M : u(N°¢) < ¢,3ng € N,Vn >
no, ¥z € N, |fu(z) — f(z)| < e

[LY ] (fn)n converge em L! para f (NOTAGAO: f, E> f)se [|fn—f| = 0.

[M ] (fn)n converge em medida para f (NOTAGAO: f, % f) se Ve > 0,lim, o0 u({|fn — f| > €}) = 0; verifique
que esta condigdo é equivalente a Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, u({|fn, — f| > €}) <e.

ProPOSIGAO 1 (linearidade). Dados (fp)n, (gn)n sequéncias de fungdes mensurdveis X — C, f, g : X — C fungoes
mensuraveis e o, f € R, se f, = f e g, = g em um dos sete modos de convergéncia da defini¢do acima, entao
afn+ Bgn — af + Bg no mesmo modo de convergéncia. Além disso, f,, — f num dos sete modos de convergéncia
acima see |f, — f| = 0 no mesmo modo.

PROPOSIGAO 2 (unicidade). Seja (f,)n sequéncia de fungdes mensuréveis e f, g : X — C fungdes mensurdveis tais
que f, — f num dos sete modos de convergéncia da lista acima e f,, — g noutro modo (podendo ser o mesmo) da
lista acima. Entao f = g u-a.e.

OBSERVAQAO.  Nas proposigoes abaixo, sao apresentadas véarias implicagoes entre os modos de convergéncia
listados na definigio acima. Algumas das implicagoes sdo imediatas; outras, sdo teoremas. Excluiremos da
discussao os casos em que a convergéncia é uniforme, pontual ou em L°°, pois as implicacoes envolvidas nesse caso
sdo obtidas, em geral, por alguma verificacdo direta ou, eventualmente, a partir das outras implicagoes listadas.
Em todos os diagramas, “convergéncia em L!” pode ser substituida por “convergéncia em LP”, com 1 < p < oo
(os espagos LP serdo introduzidos posteriormente no curso). Algumas das implicagdes “notéveis” (i.e. teoremas)
sao demonstradas abaixo; as demais sao deixadas como exercicios.

DEFINIGAO 2 (convergéncia dominada). Com a notagao acima, se f, — f num dos modos de convergéncia listados,
diz-se que a convergéncia é dominada se existir g : X — [0, 00) integravel tal que, Vn € N,Va € X |f.(x)| < g(z)
(ou se a desigualdade valer p-a.e.).

PROPOSIGAO 3 (relagdo entre os modos de convergéncia, caso geral). Sejam (f,,)nen sequéncia de fungdes men-
suraveis em X e f funcdo mensurdvel em X. Valem as implicagoes listadas no diagrama abaixo entre os modos
de convergéncia de f,, — f. Uma linha tracejada no diagrama significa que o modo de convergéncia em questao
implica a existéncia de uma subsequéncia (fy;)jen de (fn)nen que converge para f no modo indicado pela seta.
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PROPOSIGAO 4 (relagdo entre os modos de convergéncia, caso em que p é finita). Sejam (fy)nen sequéncia de
fungbes mensuraveis em X e f funcao mensuravel em X. Suponha que a medida p seja finita. Valem as implicagoes
listadas no diagrama abaixo entre os modos de convergéncia de f, — f.

PROPOSIGAO 5 (relagdo entre os modos de convergéncia, caso em que a convergéncia é dominada). Sejam (fy,)nen
sequéncia de fungdes mensurdveis em X e f funcdo mensurdvel em X. Suponha que (f,), seja dominada por
uma fungdo g : X — [0,00) integrével. Valem as implicagoes listadas no diagrama abaixo entre os modos de
convergéncia de f,, — f.

TEOREMA 1 (Egorov). Sejam (X, M, ) espago de medida finito, (f,)nen sequéncia de fung¢des mensurdveis em
X e f funcao mensuravel em X. Se f, — f a.e., entao f, s f.

Demonstra¢io. Podemos supor SPG que f, 25 f, por um argumento trivial. Defina, para n,m € N:

En(m) = Ugzn{lfi — f| > 1/m},

de modo que {E,,(m)}nen < M é uma sequéncia decrescente.
Note que, como f, = f, (Ym € N) Npen En(m) = 0. Portanto, pela finitude da medida e pela continuidade
para baixo, conclui-se que (Vm € N)u(En(m)) 2 0. Dali, fixado € > 0, para cada m € N podemos escolher k,, € N

tal que ,u(Ekm (m)) < 2 "¢, Entao Uy,enEg, (m) tem medida menor que € e, no seu complementar, f,, = f.
O

DEFINIGAO 3. Uma sequéncia (f)nen de fungdes mensurdveis em X diz-se de Cauchy em medida se, Ve >
0,1imm’n%oou({|fm — fal > e}) = 0. Verifique que esta condicao é equivalente a, Ve > 0,3ng € N,Vm,n >

nOv/”’({'fm - fn| > 6}) < €.

Note que, se f, =% f em medida, entdao (f,), é, trivialmente, de Cauchy em medida. A reciproca estd contida
no enunciado abaixo:

TEOREMA 2 (Riesz). Seja (fn)nen sequéncia de Cauchy em medida. Entéo existe (e é Unica u-q.s.) f: X — C
mensuravel tal que f, — f em medida. Além disso, existe uma subsequéncia (fy;)jen de (fn)n que converge para
f quase uniformemente (e, em particular, converge quase sempre).

Demonstracdo. A unicidade fica como exercicio.

Em relagdo a existéncia, provaremos a existéncia de f : X — C mensurdvel e de (fy;);jen subsequéncia de
(fn)n tal que (fp;)jen converge quase uniformemente para f. Entdo a referida subsequéncia também converge em
medida (pois convergéncia quase uniforme implica convergéncia em medida, trivialmente) e, tendo em vista que
(fn)n é de Cauchy em medida, isso implica que f, — f em medida (verifique).

Tome (g; = fn;); subsequéncia de (fn)n tal que, pondo (Vj € N)E; = {|g;+1 — g;| > 277} € M, tenha-se
w(E;) < 277; tal subsequéncia existe, pelo fato de ser (f,,), de Cauchy em medida. Pomos, (Vn)F,, = U;>,E; € M
e F = limsup Ej = Npenky, € M. Note que (Vn)u(Fy,) < 3255, p(E;) < 27", donde segue u(F) = 0. Além
disso, para = no complementar de F, Upen Nj>n {|gj+1 — o] < 277}, (gj(x))j é convergente em C (pois a
série 372 1 [gj+1(x) — g;(2)] é absolutamente convergente, por ser dominada por uma série geométrica de razao
% a partir de algum indice n). Ponha f : X — C dada por f = 0 em F e f igual ao limite pontual de
(g;); em F°. Entao f é mensurdvel e é o limite p-q.s. de (g;);. Além disso, como (Vn)u(F,) < 27" e
(Vo € FE,Vi > j > n)|gi(z) — gj(x)] < 2779F, fazendo j = n e i — oo obtém-se |g, — f| < 27" em F¢, de modo
que, (Vn € N)u({|gn — f| > 27""1}) < 27"F1 portanto (g, ), converge quase uniformemente para f. O



1
CoROLARIO 1. Se f, 5 f, entdo (fy,)n admite uma subsequéncia que converge quase uniformemente (logo converge
u-q.s.) para f.

1
Demonstracao. Basta observar que f, LN f implica Se f,, ™5 f (verifique). O



