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I) Henri Lebesgue, 1902: Intégrale, Longueur, Aire.

IT) 0 Problema da Medida

DEFINIGAO 1. Seja X um conjunto. Uma funcdo de conjuntos em X é uma funcao cujo dominio é um
subconjunto de 2% = P(X).

DEFINIGAO 2. Seja X um conjunto e p: A C P(X) - K (K =R ou [0,00]). Diz-se que y é:
(i) finitamente aditiva se

Ay, , A, disjuntos em A "
' n A) = A;
Al A ) = 3o

i=1
(ii) o-adivtiva (ou enumeravelmente aditiva) se

(4;)ien familia disjunta em A

PETIVR EYTCED P

neN
e Tentativa de se definir um “volume n-dimensional” em R™: uma ideia natural é tomar u : P(R™) — [0, o0]
tal que
(i) p o-aditiva (ou (i’) finitamente aditiva)
(ii) Se A congruente a B em R"™, u(A) = u(B)
(i) ([0, 1]") = 1
e Para n > 3, seja com (i) ou com (i’), ndo existe uma tal p.

TEOREMA 1 (paradoxo de Banach-Tarski). Sejam U,V abertos limitados em R™ (n > 3). Entdao 3k € N e

x Fq1,---, B disjuntos em R" cuja reuniao é U
x Fy,---, Fy disjuntos em R” cuja uniao é V'
x E; congruente a F; para 1 <1¢<n

e Remediaremos esta situacao, definindo-se 4 num dominio menor que o conjunto das partes.

III) Preliminares

e Linguagem da teoria dos conjuntos: se¢ao 0 do Folland.

e A reta estendida:
R=RU{—o0,+oo}

e Relacdo de ordem em R: a < b se
(i) a,beRea<bou
(ii) a = —o0, b # —o0 ou
(iii) b= 400, a # +o0
e < é uma relacao de ordem total (i.e. quaisquer dois elementos se comparam) e completa (i.e. todo

conjunto nao vazio e limitado superiormente admite supremo). Além disso, todo conjunto nao vazio é
limitado superiormente (por +00) e inferiormente (por —co), portanto admite supremo e infimo.

e Em R, consideramos a topologia da ordem, i.e., gerada pela sub-base:
{{z e Rlz < a},{zr € Rlz > b} : a,b € R}

=L, =R,

— Uma base para a referida topologia é {L,, Ry, L, N Ry : a,b € R}
e Com a topologia acima, R é um espaco metrizdvel, compacto (é uma compactificagao de R). Além disso,
as operagoes + : R x R\{(4+00, —0), (—00,+0)} = R e - : R x R\{(£00,0), (0,+00)} — R, definidas
da maneira 6bvia, sdo continuas.



e Seja {x,}, sequéncia em R

limz,, = inf sup x; = lim sup zg
neN k>n Nn—=00 >np

limz, = sup inf xx = lim inf x
neNk=n n—oo k>n

(A sequéncia é convergente se e somente se o limite superior é igual ao limite inferior. E a mesma
definigdo que na reta.)

e Analogamente, dada f: R - Rea € R:

lim, o f(z) = gggsup{f(x) :0< |z —al <0}

himz%af(m) = suplnf{f(x) 10< “/I‘. - a“ < 6}
6>0

DEFINIGAO 3. 0-+too=0e +o0-0=0
— Atengdo: - : R x R — R ndo é continua em (0, +00) e (00, 0).
* De fato: Tome (@, yn) = (+00, =). Entdo:
(Tn,Yn) = (+00,0)
Tp Yn =00 F +00-0=10
— Observagao: - :[0,00] x [0,00] — [0, 00] obtida por restrigao:
*x é “upward continuous”, ou seja:

o { xn T em [0, 0]

yn 1y em [0, 00] entao Ty - Yp — T - Y

x* nao ¢ “downward continuous”:

Ty = +00
1

Yn = —
n

é tal que x,, | +00, ¥y, | 0 mas x, -y, = +oo.
*x Essa assimetria surge pela forma como se definiu 0 - £00 = 0 e acarretara outras assimetrias
mais adiante.

IV) Classes de Conjuntos

DEFINIGAO 4. Sejam X um conjunto § # A € P(X). Diz-se que A é uma dlgebra (respectivamente,
uma o-dlgebra) se for fechada por complementagao, ie., A € A = A° = X\A € A, e por unido finita,
ie, A,Be€ A= AUDB € A (respectivamente, por unido enumeravel, i.e. se (4;);en sequéncia em A,
Ujen4; € .A)

Exemplo 1. Seja X um conjunto.
(a) P(X) é uma o-dlgebra
(b) {0, X} C P(X) é uma o-dlgebra
(¢c) A={A C X|A é finito ou A° é finito} é uma &lgebra:
(i) Ae A= A° € A, trivialmente
(ii) Sejam B,C € A
e Se ambos forem finitos, B U C é finito
e Se um deles for cofinito, B U C é cofinito

Em qualquer dos casos, BUC € A. Se X for infinito, A ndo é uma o-élgebra.

(d) A={AC X|A é enumerdvel ou A® é enumerdvel} é o-dlgebra.
PROPOSICAO 1. Seja A o-dlgebra de conjuntos de X. Tem-se:

(i) 0, X € A.



(ii) A é fechada por intersecgdo enumerdvel.

Demonstragao. (i) é imediato e (ii) segue das Regras de Morgan:
Seja (Aq)aca familia em P(X), entao:
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NOTAGAO.

a) (n)nen < X para denotar z : N — X (i.e.  é uma sequéncia a valores no conjunto X).

b) (Zn)nen < X para denotar (2,)neny < X € z, Ny = 0 se n # m (assumindo que os elementos de X
sejam conjuntos).

PROPOSIGAO 2. Seja A C P(X) uma algebra. Sao equivalentes:

a) A é fechada por uniao enumerével.

p
(b) A é fechada por unido enumerdvel crescente, i.e. (By)neny < A crescente = UyenBy, € A.
(¢) A é fechada por unido enumerdvel disjunta, i.e. (By)neny <A = UpenBy € A.

PROPOSICAO 3. Seja X um conjunto, (Ay)aca familia de o-dlgebras de X. Entdo NpecaAs € P(X) é uma
o-algebra.

DEFINIGAO 5. Sejam X conjunto, S C P(X). Pela proposicao anterior existe uma o-dlgebra o(S5) C P(X)
tal que:

(i) S co(S)
(ii) VA C P(X) o-dlgebra com S C A, o(S) C A.
A saber, 0(S) = N{A C P(X)|A o-dlgebra e S C A}. ¢(S) chama-se o-dlgebra gerada por S.

Observagao 1. De forma andloga, dado S C P(X), faz sentido considerar faz sentido considerar a dlgebra
gerada por S: é a intersecao de todas as algebras que contém S.

DEFINIGAO 6. Seja (X, 7) espaco topoldgico. A o-élgebra o(7) chama-se o-dlgebra de Borel de (X, 7) e
denota-se por B(X) ou Bx.

Aplicagdes Mensuraveis

DEFINIGAO 7. Um espago mensurgvel é um par (X,.A) onde X é um conjunto, A C P(X) é uma o-algebra.

DEFINIGAO 8. Sejam (X, .A), (Y, B) espagos mensurdveis. Uma aplicagdo ¢ : X — Y diz-se mensurdvel se
VB € B, ¢~ 1(B) € A.

PROPOSIGAO 4. Se, com a notagdo acima, B = o(S5), para que ¢ seja mensuravel basta que, VB € S,
¢~ 1(B) € A.

PROPOSIGAO 5. Sejam

(X,4) & (v,B) % (2,0)
aplicacoes mensuraveis entre espagos mensuraveis. Entao ¢ o ¢ é mensuravel.
Observagao 2 (Propriedades da pré-imagem). Seja ¢ : X — Y. Tem-se:

(i) Se (Aq)aca familia da subconjuntos de Y, entéo:

¢! (U Aa> = J 67" (4a)

acA acA
- (m AQ> e
a€cA acA

(i)

VACY, ¢ (A%) = (¢7'(4))



