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Lista 11 - Integral de Bochner (opcional)

Fixemos um espago de medida completo (X, M, u) até o final desta lista.
As duas primeiras questoes foram enunciadas na lista 6 (exercicios complementares 1 e 2).

Questao 1-) Sejam Y espaco metrizavel e (f,,)nen sequéncia de fungdes mensurdveis X — Y que converge p-q.s.
para f: X — Y. Entao f é mensuravel.

DEFINIGAO 1 (fungoes simples). Sejam (Y, 7y) espaco topoldgico e f : X — Y. Diz-se que f é simples se for
mensuravel e tiver imagem finita.

Questao 2-) Sejam (Y, 7y) espago metrizdvel e separdvel. Se f : X — Y for mensurdvel, existe uma sequéncia
de funcgoes simples X — Y que converge pontualmente para f. OBSERVAGAO. aqui o espago de medida nao

precisa ser completo.

Questao 3-) Sejam Y espago de Banach (sobre K = R ou C) e A(u,Y) = {f : X — Y mensurdvel|3Z C
Y subespagco separével com p(f~*(Y \ Z)) = 0}. Entdo A(p,Y) é um K-subespago vetorial de Y.

DEFINIGAO 2. Com a notagdo acima, os elementos de A(u,Y) chamam-se fung¢ées mensurdveis com imagem
essencialmente separdvel.

Questao 4-) Sejam Y espaco de Banach e A(u,Y’) como acima. Mostre que:

a) A(u,Y) é fechado por convergéncia u-q.s., i.e. se (fn)nen < A(p,Y) converge p-q.s. para f: X — Y, entéo
feApY).

b) Para toda f € A(p,Y), existe (¢n)nen sequéncia de fungdes simples X — Y que converge u-q.s. para f e,
(Vz € X,Vn € N)||¢n(2)]| < 2/ f(2)]

DEFINIGAO 3. Sejam Y espago de Banach e f € A(y,Y). Definimos || f|j1 = []| f]| dg.
Note que || f]| : X — R é mensurével, portanto a defini¢do faz sentido.

DEFINIGAO 4. Dado Y espaco de Banach, definimos L (11, Y) = {f € A(u, Y)||| fll1 < oo}

Questao 5-) Com a notagao acima, L!(u,Y) é K-subespago vetorial de A(p,Y) e [|-||1 : L}(1,Y) — R é uma
seminorma. O subespaco N = {f € L}(u,Y)|||f|l1 = 0} coincide com o subconjunto de A(u,Y’) formado pelas
fungoes nulas quase sempre. O quociente L'(y,Y)/N com a norma induzida é completo, i.e. um espago de
Banach.

NoTAGAO. Usaremos, como é de praxe, a mesma notacao L!(u,Y) para o quociente.

Com a notacao das defini¢des e questdes anteriores, dados Y espaco de Banach e f € L!(u,Y), gostarfamos de
definir a integral de f, [ f dp, como sendo um elemento de Y. A ideia natural é defini-la como sendo um elemento
L eY tal que (Vo € Y*)(a,0) = [ao fdp, caso exista um tal elemento; se existir, serd dnico pelo teorema de
Hahn-Banach. Para provar a existéncia, use o roteiro proposto na questao abaixo:

Questao 6-) Com a notagao acima, tem-se:

i) Dada f € L'(u,Y), defina o(f) : Y* = K por (a,0(f)) = [ao fdu. Entao o(f) estd bem definida e é linear
continua, i.e. o(f) € Y**. Fica bem definida, pois, o : L}(u,Y) — Y**.

ii) Dada f € L(u,Y), verifique que o(f) : Y* — K é o(Y*,Y)-continua (i.e. continua em Y* com a topologia
fraca-*). SUGESTAO: Este é o ponto delicado do argumento. Siga o seguinte subroteiro:
a) Reducdo: pode-se assumir Y separavel.

b) o(f) : Y* — K é sequencialmente o(Y*,Y)-continua (use o teorema da convergéncia dominada; a do-
minagao serd feita com o uso do principio da limitagdo uniforme [PLU]).

¢) use o teorema de Krein-Smulian (vide [1], teorema 12.1, pagina 259, e coroldrio 12.8, pagina 161) para
concluir que o(f) : Y* = K é o(Y™*,Y)-continua.

iii) Segue do item anterior que a imagem de o : L*(u,Y) — Y** estd contida em Y C Y**.



DEFINIGAO 5 (integral de Bochner). Com a notagio acima, dada f € L*(p,Y), defina [ fdu=o(f) €Y.

Note que [ fdu satisfaz (Vo € Y*)([ fdu, a) = [(f,a)du e, por Hahn-Banach, ¢ o tinico elemento de ¥ com
esta propriedade.

Questao 7 (propriedades da integral de Bochner)-) Seja Y espago de Banach.
i) [-:LYu,Y)—Y élinear.

ii) (DESIGUALDADE TRIANGULAR) Vf € LY(u,Y), || [ fdu| < []If]l dp.

iii) Sejam f € L'(u,Y) e Z subespago fechado de Y tal que f~1(Y \ Z) tem medida nula. Entao [ fdu € Z.
)

Sejam Z espaco de Banach e T : Y — Z linear continua. Para toda f € LY(u,Y), To f € LY(u,Z) e
JTofdu=T-[fdu.

v) Se f: X — Y ¢é uma funcdo simples, entdo f € L'(1,Y) see (Va € F\ {0}) u(f~'(a)) < co. Em caso
afirmativo, e se f =" | a;xa,, com (a;)1<i<n <Y € (Ai)1<i<n < M, entdo [ f=>"" 1 a;jpu(A;).

iv

Questao 8 (teorema da convergéncia dominada)-) Sejam (f,)nen < L1 (u, V) convergente p-q.s. para f: X — Y
1

e g e L(u) tal que (Vn € N)||f.|| < g p-a.s. em X. Entdo f € LY(i,Y) e fn L f; em particular, ffn dp —

J fdu.

Questao 9-) Seja f: X — Y. Sao equivalentes:

i) feltnY).

ii) existe (¢n)nen < L'(u,Y) sequéncia de fungdes simples integrdveis que converge p-q.s. para f e [|f —
¢nlldp — 0.

Em caso afirmativo, tomando (¢»), como na segunda condi¢do, [ ¢, du — [ fdu.

Questao 10-) Seja Y espago de Banach separdvel. As seguintes o-dlgebras de subconjuntos de Y coincidem:
i) By.

il) Wy = o-dlgebra induzida por Y* (recorde a defini¢do da o-algebra induzida por uma familia de aplicagoes,
c.f. notas da aula 2).
iii) B(YU(YY*)), i.e. a g-dlgebra de Borel de Y munido da topologia fraca.

SuGESTAO: E claro que Wy C B( C By. Para verificar By C Wy, tendo em vista que Y é separavel

Y,o(Y,Y*)
(.. todo aberto é unido enumerdvel de bola>s abertas), é suficiente mostrar que toda bola aberta é mensurével
com respeito a Wy . Para tal, mostre que Wy ¢é invariante por translacoes, e que toda bola aberta centrada na
origem é mensurével com respeito a Wy . Finalmente, para mostrar a dltima afirmagdo: tome {x, : n € N}
subconjunto enumeravel denso em Y e (Ay)nen < Y™ tal que (Vn € N)[| A, || =1 e (An,z) = ||z, Verifique! que
(Vz € Y)||z|| = sup{|{An,z)| : n € N} e conclua que ||-|| é mensurdvel com respeito a Wy .

Questao 11-) Sejam Y espaco de Banach e f : X — Y com imagem essencialmente separdvel, i.e. tal que
3Z C Y subespago separdvel com f~1(Y \ Z) nulo. Sao equivalentes:

a) f é mensurdvel, ie. f € A(u,Y).

b) (Va € Y*)ao f é mensurdvel.

SUGESTAO: E coroldrio da questao anterior e da proposicao 3 das notas da aula 2.

Questao 12 (teorema de Fubini para a integral de Bochner)-) Sejam (X, M, u), (Y,N,v) espagos de medida

o-finitos e completos, e (X x Y, M ® N, \) o completamento de (X XY, MQN, ux v). Sejam F espago de Banach
e f € L}Y(\, E). Entdo:

i) para p-q.t. * € X, f, = f(z,-) : E — K é Bochner-integravel, i.e. estd em L(v,E), e a funcio definida
p-quase sempre = — [ f,(y) dv(y) € E é Bochner integravel. Enunciado andlogo para segoes “f¥”.

Lagradecimento ao Daniel Tausk por esta sugestéo.



ii) A integral de f pode ser calculada fazendo-se integracoes iteradas:

[rax=[([ £ dvw) dute) = [([ 1) dute) avto)

SUGESTAO: Combine: uma generalizacao da proposicao 2.12 do Folland, o teorema de Fubini-Tonelli para fungoes
escalares, a questao anterior e o teorema de Hahn-Banach.
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