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Questao 1-) Sejam p e v medidas num espago mensurdvel (X, M). Mostre que, (Vf € L*) [ fd(p+v) =
[ fdu+ [ fdv. Conclua que L*(p+ v) = L*(u) N LY(v).

Questao 2-) Sejam ¢ : (X, M) — (Y, N) aplicacdo mensurdvel, u medida em (X, M) e ¢.u o pushforward de
p por ¢. Mostre que, para toda f em LT (Y,N), [ fd(¢.u) = [ f o pdu. Conclua que, para toda f € L*(¢p.p),
fod € L(u) e vale a mesma igualdade entre as integrais.

Questao 3-) Sejam (X, M, 1) espaco de medida e Ji o completamento de y. Mostre que L!(u) = L1 (z).

DEFINIGAO 1 (soma ndo ordenada). Sejam X um conjunto e f : X — C. Diz-se que f é somdvel se existir z € C
tal que, Ve > 0,3Fy C X finito, VF D Fy finito, |>° . f(z) — 2| < €. Se existir tal 2, ele é nico e se chama soma
nao ordenada de f (NOTAGAO: >y f).

OBSERVAGQAO.  Alternativamente, pode-se definir a nogao de somabilidade e a soma néo ordenada através da
seguinte condi¢do equivalente & usada na definicdo acima: tome F = {A C X|A finito}, ordenado pela inclusao;
entao F é um conjunto dirigido e (erA f(x))Ae}_ é um net a valores em C (chamado net das somas parciais de
f), e f é soméavel no sentido da definigdo acima, com soma z € C, see 0 net em questdo converge para z.

Questao 4-) Com a notacdo da defini¢do acima, dada f : X — C, f é somédvel se, e somente se, for integravel
com respeito & medida de contagem; em caso afirmativo, a soma nao ordenada e a integral de f com respeito a
medida de contagem coincidem.

Questao 5-) Seja (X, M, u) espaco de medida e Y = {p : X — C : ¢ simples e integravel}. Entdao Y é denso
em L'(u).
Questao 6-) Considere o espago de medida (R, Bg, 1) com g medida de Lebesgue-Stieltjes. Tem-se:

(i) Y = {¢: R — C simples integravel da forma 3 | a;xr,, com (¥i)I; intervalo aberto} é denso em L' (1)

(ii) {f :R — C continua tal que supp f = {z € R|f(z) # 0} CC R} (i.e. o conjunto das fungdes continuas com
suporte compacto) é denso em L' ().

Questao 7-) Sejam [a, b] intervalo compacto de R, C°([a, b],C) = {f : [a,b] — C continua} e

|| : ”1 : CO([a,b},(C) — [O’OO)
b
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Entao (C°([a,b],C),] - ||1) é um espago normado e seu completamento é (L'([a,b], B, m), || - [|1)-
SUGESTAO: Tome f : [a,b] — C integrdvel, de modo que

f:R—C
e {0 2€ e

0 cc

é um elemento de L' (R, Bg,m) e use (ii) da questao anterior.

Questao 8-) Sejam (X, M, ) espaco de medida, U C C aberto e f : X xU — C tal que (Vz € U) f(-,2) € L,
(Vx € X) f(x,-) é holomorfa. Suponha que exista g € L! tal que (Vz € U) |0, f(x,2)| < g(x). Entdo F : U — C
dada por F(z) = [ f(x,z) du(x) é holomorfa e, (Vz € U) F'(z) = [ 0. f(x, z) du(x).

Questao 9-) (funcdo I') Sejam z € C tal que Rez > 0 e f, : (0,00) — C dada por f.(t) = t*~te™t, onde
t*~1 = exp|[(z — 1) logt].

i) (V2 € C|Rez > 0) f, € L1(0,00).

ii) I': {Rez >0} — C dada por I'(z) = [[* ¢*~'e~" dt é holomorfa.

iii) (Vz € C|Rez > 0)T'(2+1) = 2I'(z). SUGESTAO: Integre por partes feN t*e~t dt, fagae - 0e N — oo.
iv) Use o item anterior para estender I' a uma fungéo holomorfa em C\ {n|n € Z e n < 0}. Verifique que
I'(1) =1 e, portanto, (Vn € N)['(n + 1) = nl.
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1 Secao 2.3

29-) (i) Mostre que [~ 2™e™® da = n! diferenciando a identidade [~ e™* dz = 1/t.
(i) Mostre que [ " e=%" dx = (2n)!y/7/4™n! diferenciando a identidade I, et dg = /7 /L.
30-) Mostre que limy_, fok (1 — k~lz)k do = nl.
31-) Expanda o integrando numa série e justifique a integracdo termo a termo para obter as seguintes férmulas
(o exercicio 29 pode ser 1til):
(a) Paraa >0, [* e~ cosar do = /re /4,
(b) Para a > —1, fol (1 —z) tlogz dz = - "(a+ k)2
(c) Paraa > 1, [~ 2 ! (e” —1)~!da = '(a)((a), onde ((a) = > 7" n~
)

(d) Paraa > 1, [[“e * 2 'sinz dz = arctan(a™).



