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Questao 1-) Demonstre as proposigoes 7.7 a 7.10.

Questao 2-) Sejam X espago LCH e p medida de Radon em (X, Bx).

a) Seja f : X — C uma fungdo boreliana que se anule no complementar de um mensurével de medida finita. Ent&o
existe uma sequéncia (f,)nen < Co(X) tal que f,, — f quase uniformemente (em particular, f, — f quase
sempre). Além disso, se f for limitada, podemos tomar a referida sequéncia de modo que (Vn € N)|| frlle < |.f|l«-

b) Suponha p o-finita. Seja f: X — C uma fungdo boreliana. Entao existe uma sequéncia (f,,)neny < Co(X) tal
que f, — f quase sempre. Além disso, se f for limitada, podemos tomar a referida sequéncia de modo que

(vn € N)[[fnllu < [[f]lu-

SUGESTAO: Use o teorema de Lusin em ambos os casos.

1 Secao 7.1

1-) Sejam X LCH, Y C X fechado (portanto, Y é LCH com a topologia relativa) e p uma medida de Radon em
Y. Mostre que I(f) = [(f|y) du define um funcional linear positivo em C.(X) e que a medida de Radon induzida
por este funcional coincide com o push forward de p pela inclusao.

2-) Sejam X LCH e y medida de Radon em X.

(i) Seja N a unido de todos os abertos U C X tais que u(i) = 0. Entdo N é aberto e p(N) = 0. O complemento
de N chama-se suporte de p (notacdo: supp p).

(ii) = € supp p see para toda f € C.(X,[0,1]) tal que f(z) > 0, tem-se [ f du > 0.

3-) [opcional] Seja X a compactificacdo de Alexandrov de um espago topoldgico discreto. Se p é uma medida de
Radon em X, entao supp i é enumeravel. SUGESTAO: Use a questao anterior.

2 Secao 7.2

7-) Seja p uma medida de Radon o-finita num espaco LCH X. Para todo A € Bx, puA (i.e. a medida dada por
E — p(ENA)) é uma medida de Radon.

8-) Sejam p uma medida de Radon o-finita num espaco LCH X e ¢ € LY(u), ¢ > 0. Entdo v = ¢du é uma
medida de Radon.

8’-) [opcional] Mesmo enunciado da questao 8, sem a hipdtese de que p seja o-finita.

9-) [opcional] Sejam 1 uma medida de Radon num espago LCH X, ¢ € C(X, (0,00)) e v = ¢ dpu. Seja v/ a medida
de Radon associada, pelo teorema de representagido de Riesz, ao funcional linear positivo em C.(X) dado por
I = f -dv.

(a) SeU C X aberto, v(U) = v'(U). SUGESTAO: Aplique o coroldrio 7.13 a ¢xy.-

(b) v é exteriormente regular. SUGESTAO: Os abertos {x : 28 < z < 2¥*2} k € Z, cobrem X.

(¢) v ="' (portanto, v é medida de Radon).
10-) [opcional] Sejam g uma medida de Radon num espaco LCH X e f € L1(u) a valores reais. Para todo € > 0,
existem g SCI e h SCS taisque h < f < ge [(g—h)du<e.

11-) [opcional] Seja p uma medida de Radon num espago LCH X tal que, para todo z € X, u({z}) = 0. Para
todo A € Bx tal que 0 < pu(A) < 0o e para todo 0 < o < p(A), existe B € Bx tal que B C A e u(B) = a.



