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Questao 1 (opcional)-) Seja X C R™ convexo. Mostre que X é Lebesgue-mensurdvel.
SUGESTAO: Mostre que a fronteira 9X de X tem medida de Lebesgue zero. Para tal, verifique que o interior de
X coincide com o interior de X, de modo que 90X = dX. Suponha que X = 90X tenha medida positiva. Note
que X é um fechado convexo; aplique o teorema de diferenciaciio de Lebesgue para a funcdo caracteristica de X
para chegar a uma contradicao.

Para verificar que o interior de X coincide com o interior de X: é trivial se X estiver contido num subespaco
afim préprio de R™. Se isso nao ocorrer, verifique que o interior de X é ndo vazio (e convexo, mas isso nao importa)
e aplique o lema abaixo:

LEMA 1. Seja X um convexo de um espago normado e p um ponto interior de X. Entao, para todo ¢ no fecho de
X, o segmento aberto |p, ¢[ estd contido no interior de X.

1 Secao 3.4

23-) Uma variante ttil da fungdo maximal de Hardy-Littlewood é:
H*f(x) = sup{ /|f )| dy|B é uma bola e x € B}.

Mostre que Hf < H*f < 2"Hf.
24-) Se f € LL. e f é continua em x, entdo x pertence ao conjunto de Lebesgue de f.

25-) Seja E € Bgrn. A densidade Dg(x) de E em x é definida por:

. .. m(ENBy(z))
DE(Q?):}%W7

sempre que o limite existir.

(a) Mostre que Dg(x) =1q.s. em E e Dg(x) =0 q.s. em E°.
(b) Encontre exemplos de E e x tais que Dg(z) € (0,1) ou Dg(z) nao existe.

2 Secao 3.5

28-) Sejam F € NBV e G(z) = |ur|(—o0,z]. Mostre que G = T (donde |ur| = pr,). Como sugestio, use o
seguinte roteiro:

(a) Tr < G.
(b) |ur(E)| < pr.(E) se E for um intervalo e, portanto, se F for um boreliano.
(¢) |ur| < pry, portanto G <

29-) Se F € NBV assume valores reais, entao u; = lp e ity = pun, onde P e N sdo as variagoes positiva e
negativa de F.
30-) Construa uma fungao crescente R — R cujo conjunto de descontinuidades seja Q.
31-) Sejam F(z) = x?sin(x~1) e G(x) = 2? sin(z~2) para z # 0, e F(0) = 0 = G(0).
(a) F e G sao diferencidveis em R.
(b) F € BV([-1,1]), mas G ¢ BV([-1, 1]).
32-) Se Fy,Fy,...,F € NBV e F,, — F pontualmente, entdo Tr < liminf T, .

33-) Se f:R — R for crescente, entdo f(b) f (¢t
34-) Sejam F,G € NBV e —o00o <a <b < 0.



(a)
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(b) Se nédo houver pontos em [a,b] onde F e G sejam ambas descontinuas, entéo:

/ FAG+ [ GdF = F(H)G®) — Fla=)Gla—).
[a,b] [a,b]

35-) Se F' e G séo absolutamente continuas em [a, b], entdo F'G também o é e:

/ (PG 1 PO () de = F()G() - Fla)C(a).

36-) Seja G : [a,b] — R continua crescente, G(a) = c e G(b) = d.
(a) Se E C [c,d] é um boreliano, m(E) = pug(G~1(E)).
(b) Se f é Borel-mensurdvel e integravel em [c,d], entdo fj fly)dy = f;f(G(;v)) dG(z). Em particular,
fcd fly)dy = f: f(G(z))G'(z) dz se G for absolutamente continua.
(¢) O item anterior ndo vale, em geral, se G for apenas continua pela direita.

37-) Seja F: R — C. Sao equivalentes:

(i) Existe M > 0 tal que (Vz,y € R) |F(y) — F(z)| < M|F(y) — F(z)| (i.e. F é Lipschitziana com constante de
Lipschitz M).
(ii) F é absolutamente continua e |F'| < M q.s.

38-) Se f : [a,b] — R, considere o grifico de f como um subconjunto de C (i.e. identifique C = R?). O
comprimento L do referido gréfico é, por definigdo, o supremo dos comprimentos de todas as poligonais inscritas
no mesmo.

(a) Seja F(t) =t+if(t); entdo L é a variacdo total de F' em [a, b].
(b) Se f for absolutamente continua, L = fab[l + f(t)?)Y/? at.
39-) Seja (F})jen uma sequéncia de fungdes positivas crescentes em [a,b] tais que F(z) = Y 7° F;(z) < oo para

todo x € [a,b]. Entao F'(x) = Y°7° Fj(x) q.s. em [a,b]. SUGESTAO: Pode-se assumir Fj € NBV; considere as
medidas ;.

42-) Uma fungdo F : (a,b) = R (—oco < a < b < o0) chamarse conveza se, Vs, t € (a,b),VA € (0,1),
FAs+ (1 =Xt) < AF(s) + (1 = N F(t).

Geometricamente, isto significa que, Vs, t € (a,b), o gréafico de F fica abaixo do segmento que passa por (s, F(s))

e (t, F(t)).
(a) F é convexa see Vs, t,s',t' € (a,b) taisque s < s’ <t' es<t <t

F(t) = F(s) _ F(t) = F(s)

= t— g

t—s

(b) F é convexa see F' é absolutamente continua em todo subintervalo compacto de (a,b) e F’ for crescente (no
conjunto onde estiver definida).

(¢) Se F for convexa e tg € (a,b), existe 5 € R tal que (Vt € (a,b)) F(t) — F(to) = B(t — to).

(d) (DESIGUALDADE DE JENSEN) Se (X, M, u) for um espago de medida com pu(X)=1e g: X — (a,b) estiver
em L'(u), e se F for convexa em (a, b), entdo:

F(/gd,u) g/Fogdu.

SUGESTAO: Ponha tg = [ gdu e t = g(x) no item anterior e integre.



