MAT 5798 — Medida e Integracao
IME — 2017

http://www.ime.usp.br/~glaucio/mat5798
Notas da Aula 9 (11/4)

I) Aplicagdes do Teorema da Convergéncia Dominada

TEOREMA 1. Sejam: (X, M, ) espago de medida, I C R intervaloe f: X x I - Rtal que Vt € I, f(-,t): X —
R € L£}(p). Defina:

F:T—-R

fos / f(, t)dp(z)

(a) Suponha que:

(i) Ve € X, f(x,") : I — R continua em ty € 1.
(i) Jg € LY (u) tal que Y(z,t) € X x I, |f(z,t)| < g(x)

Entao F' é continua em ty3. Enunciado andlogo vale a continuidade sequencial de F' com o pardmetro ¢ num
espaco topolédgico qualquer.

(b) Suponha que:

(i) Ve € X, f(z,-) : I — R derivavel
(ii) g € L (p) tal que V(z,t) € X x I,

8f(ﬂf,t)‘ < g(a)

Entao F' é derivavel e Vt € I,
(o) = [ 55 0du(o)
= ot yL)ap
Em suma:

& [ aut) = [ 2 1w.0du)

e Prova:

(a) Dado tg € I, quero mostrar que F(tg) = lim;_,¢, F'(t), i.e. que
/f(m,to)du = tll)r?o/f(x,t)du(x)

Com efeito, seja (t,)neny < I com t, — to. Entao a sequéncia de funcoes {f(-,tn)} nen < L1(1) é
pontualmente convergente para f(-,tp) e |f(-,t,)] < g € L}() em X. Pelo TCD,

[ #taddn > [ feto)n

F(tn) F(to)

(b) Note que, fixado t € I, tomando-se (t,,)nen < I\{t} com t,, — t, tem-se: Vo € X

f(xatn) - f(lL'ﬂf)

f(z, ) () = lim
\_\/_/ n—oo

t, —t
0
= & (.%‘,t)
i.e.
ot (~8) = Jim_ tn — ¢



é o limite pontual de uma sequéncia de fun¢ées mensuraveis .". % f(,t) : X — R é mensurdvel.
Além disso, Vx € X, fixado ¢ e tomando (t,),en como acima, pelo TVM, 37, entre ¢ e t,, tal que:

Fta) = F(@st) = 5 1 7) - (1)

Dai:
ot =) 0 0 g
X
e como, (Vn),
)| < @)

segue, (Vz € X)

éif(x 0‘ g(x) <;_ g;f(nt)é El(u))

Assim, para esse mesmo t e sequéncia (tn)neN, tem-se:

Ftn) = F(t) _ [ J (@ tn)du(@) = [ f(z,t)dp :/f(a:,tn)—f(m) ()
—t

tn, —1 t, — 1
n—oo 0
t
5./ @0
e a convergéncia é dominada por g, em vista de ( ) e (xx). Pelo TCD, conclui-se que
T / i/ (7
Como (ty,)n em I\{t} com ¢, — ¢ foi tomada de forma arbitréria, conclui-se que
. F(z
Halcl—n x—t /8t (=, )dpu(w)

. F derivavel em ¢t e

F0)= [ 2 e dut)

II) Fungdes mensurdveis no sentido estendido

DEFINIGAO 1. Sejam (X, M, u) espaco de medida e f : dom f C X — K (K = R ou R ou C). Diz-se que f é
mensurdavel no sentido estendido ou mensurdvel definida q.s. se:

(i) dom f € M, uf(dom f)] =0
(ii) f:(dom f, M|qoms) — K é mensurdvel

e Note que toda funcdo f : dom f — K mensuravel no sentido estendido admite uma extensao mensuravel
X - K

(i) Se (X, M, ) for completo, qualquer extensao de f é mensuravel
(ii) f: X — K dada por f|d0mf =fe f|(domf)c = 0. Defini¢do: chama-se extensao candnica de f.

DEFINIGAO 2. Com a notagdo da defini¢do acima, seja f : dom f — K mensurdvel no sentido estendido. Diz-se
que:

(i) f é quase integravel se f o for. Em caso afirmativo: [r=7 f. Mais geralmente, VE € M:

/Efduﬁ/Efdu=/fo~du

e (Note que a integral definida acima independe da extensao pois o complementar tem medida nula e a integral
nao enxerga conjuntos de medida nula.)

(ii) f é integravel se f o for.

e Observagao: Daqui em diante, diremos, simplesmente, “mensuravel” no lugar de “mensurdvel no sentido
estendido” ou “mensuravel definida q.s.”



III) 0 espago de Banach L!
DEFINIGAO 3. Seja (X, M, u) espaco de medida. Definimos:

-1l = £1(0) = [0,00)
£ 1l i/lf\du

e Recorde: £Y(p) = {f : X — C|f integravel}
PRrROPOSIGAO 1. Com a notacdo acima, Yo € C, Vf, g € L1 (u):

(1) llaflly = lafll £l
(i) [desigualdade triangular]: ||f + glli < ||fll1 + gl

e Prova:
(i)
ol = [ faf] du=lal [151=lallf]:
—
=lal|f]
(i)
549l = [ 17+ < [ari+lah = [171+ [1l =170 + ol
N——
<Ifl+lgl
e Assim, || -||; é uma seminorma, no sentido da:
DEFINIGAO 4. Sejam E K-espago vetorial. (K=RouC)e ||-||: E — [0,00) tal que, Vo € K, Va,y € E:
(1) [loz]l = |afll]]

(i) |lz+yl <|lz|l+ llyll (desigualdade triangular)

I || chama-se uma seminorma em E. Diz-se que || || é uma norma se for uma seminorma tal que ||z|| = 0=z = 0.
Um espago normado é um par (E, || -||), onde E K-espago vetorial e || - || norma em E.

e Observagdo: Todo espago normado (E, | -||) é um espago métrico com a métrica
d:ExFE —[0,00)
(@,y) = [lz =y
e (Para quem achar que precisa revisar Topologia Geral: estudar capitulos 4 e 5 do Folland.)

DEFINIGAO 5. Um espago normado (E, || - ||) diz-se um espago de Banach se for completo com a métrica induzida
por || - ||.

III.1) Como construir um espago normado a partir de um K-espago vetorial munido de uma seminorma

PROPOSIGAO 2. Dados E K-e.v. e || - || seminorma em E, N = {z € E|||z| = 0} é K-subespago vetorial de E.

e Prova: Se a,8 € K, z,y € N, tem-se:

des.A
lax+ Byl < Jlazl| + [[Byll =0

N—— N~

=lo| [|z|| =181 ||z
~—

=0 =0

e+ Byl =0 .. ar+ By € N.

DEFINIGAO 6 (quociente). Sejam F K-e.v. e F' C E K-subespaco de E.



e Como conjunto,
E/F=E/~
onde z ~y =z —y € F. Ou seja,

E/F = {le] = {€} + Fle € E} c P(E)

A estrutura de K-e.v. em E/F ¢ definida por:

E/F x EJF 5% EJF
(x+Fy+F)— (z+y)+F
Kx E/F = E/F
(,z+ F)—azx+ F

e Exercicio: Verifique que as operagoes acima estao bem definidas e, com essas operagoes, E/F é um K-espago
vetorial, chamado quociente de E por F. Verifique que:

EL E/F
r—z+ F
¢ linear e sobre E/F.
e Diagrama (*):
E
/.
k 7
E/N--------- [0, 00)
I~ 11
PROPOSIGAO 3. Sejam F K-e.v., || - || seminorma em E, N = {z € E|||z|| = 0}. Entao existe uma tnica fungao
Il : E/N — [0,00) que completa o diagrama (x) (i.e. torna o diagrama comutativo). Além disso, ||| - ||| é uma
norma em F/N (chama-se norma induzida por || - ||. Doravante, usaremos a mesma notagdo para a seminorma e
para a norma induzida).
Demonstragao. A unicidade é clara. Para a existéncia, ponha ||z + N|| = ||z|; verifique que estd bem definida e
¢ uma norma. 0
e A construcio acima vale, em particular, dado (X, M, i) espaco de medida, para E = LY (u) e ||-|| =1 |1 :

L) — [0,00). Nesse caso:

1. N={fel(wl|flli =0} ={f: X — C mensurdvel |f =0 p-q.s.}
2. Dada f € £(p),

[fl=f+N={g: X — C mensurdvel |g = f p-q.s.}
3. Definigao: L'(u) = L' (n)/N
-1l L () = [0,00)

chama-se “norma L!” ou “norma 1”7 (e de fato é uma norma, como visto acima). Assim, (L*(u), | - ||1)
é um espago normado.

LEMA 1. Se (E,|| - ||) espago vetorial normado (sobre R ou C). Sao equivalentes:
(i) (E,|l-]) é completo (i.e. toda sequéncia de Cauchy é convergente.)

(ii) Toda série absolutamente convergente em FE é convergente.



e Prova:

— (1)=(ii) Seja Y . | @, uma série absolutamente convergente em E (i.e. tal que Y .-, ||, || < 00). Tome,
(Vn), 8, = > p_y Tk. Entdo, Yn,m com m < n:

n

2.

k=m+1

|5 — smll =

des A n e m—o0
I I e S
k=m+1 k=m+1

*. (p)n € de Cauchy em E . (sp)n é convergente.

— (ii)=(i) Tome (zy)n < E de Cauchy. - (z, ), é convergente e, para tal, basta verificar que (z,,), possui
uma subsequéncia convergente. Para cada k € N, Iny, € N|Vm,n > ny, |2m — .|| < 27F. Sem perda
de generalidade (SPG) assimumos que (ng)y é crescente. Tome (yx)ren dada por (VE)yg = x,, . Afirmo
que essa é uma subsequéncia convergente de (x,),. Com efeito, Vk > 1,

Iy — ye—1 || <2770
=Tn, = Tpg_y
Seja (zn)nen < E dada por:
z1 =1

Zn = Yn — Yn—1, Para n > 1

Note que, Vn > 1, S0 1 2k = yn € [zn]l = [lyn — yn-1] < 27~Y. Como Y, 27" < oo, segue
> nen ll2nll < 00 e, pela hipétese (i), D 2, é convergente .". (yn)n é convergente.

TEOREMA 2. Seja (X, M, 1) espaco de medida. Entao, (L*(u), || - ||1) é um espago de Banach.

e Observagdo: A mesma construgdo e um teorema analogo valem para £!(y,R) = {f : X — R|f é integravel}
(que é um R-e.v.), com a seminorma || - ||;.

e Prova do teorema: Tome ([fn])nen < L'(1) tal que

S

F >0 [fn] é convergente em L', ie. 3[g] € L' () tal que > _,[fx] — [g] em (L*(p), | - [l1). Com efeito,
tome G : X — [0,00] dada por G(z) = >0, |fu(2)|, Le. G =3, y|fnl. Entdo G € LT e, pelo TCM,
tem-se:

/Gd;z:/znjlfnldu = Z/\fnldu<oo

neEN— —r
=frll

.. G é integravel e, em particular, finita quase sempre. Assim, IN € M|u(N¢) =0e (Vz € N) G(z) < oo,
Le. Y00 | fu(z)] < 0o, logo Y07 fu(x) < co. Tome:
g: X —>C
. { Yomei fn(x) sexeN

0 cc

Entao g é mensurdvel, pois g|n e g|ne 0 sdo. Além disso, (Vz € X) |g(z)| < G(x) e, como G é integravel, g
n—oo

também o &, i.e. g € L1(u). Afirmo que >, _,[fx] = [g] em L'(u), ie. ||[[g] — Y p_ [fxlli —— 0. De fato:
gl = 1A 9= = [lo= Y fildn =
k=1 1 k=1 1 k=1
:/| Z frldu < Z /Ifkldu R0,

k=n-+1 k=n+1

n

9= f]

k=1

1

pois 3274 [ fullr < oo



e Notagao: doravante, usaremos a mesma notagao “L!(u)” para denotar £1(x) ou £1(u)/N (cujos elementos
sdo classes de equivaléncia de fungdes integraveis). Desse modo, “f € L'(u)” poderd significar “f : X — C
integrdvel” ou a classe de equivaléncia de uma tal f médulo fungées mensurdveis nulas p-g.s., i.e. {g: X — C
mensuravel |g = f p-q.s.}.

PROPOSIGAO 4. Seja (X, M, ) espago de medida e Y = {¢ : X — C: ¢ simples e integrével}. Entdao Y é denso
em L'(p).

e Prova: Tome f € L*(u). F 3 (¢n)n sequéncia de fungoes simples integraveis tal que ¢, i> f (de modo

que, Ve > 0, Ing € N tal que [p,,] € B:([f]), donde a densidade afirmada). Com efeito, existe (¢n)nen
sequéncia de funcoes simples X — C tal que ¢, = f e (Vn) || < |ons1] < |f]. Assim, ¢, — f 23 0 e (Vn)
lon = fI < lenl + 1£] < 2|f| de modo que [on — fll1 = [ |n — fldp — 0, pelo TCD.

CoroLARIO 1. Considere o espago de medida (R, Bg, ) com p medida de Lebesgue-Stieltjes. Tem-se:

(i) Y = {¢: R — C simples integravel da forma S | a;xr,, com (¥i)I; intervalo aberto} é denso em L' (1)

(ii) {f : R — C continua tal que supp f = {z € R|f(z) # 0} CC R} (i.e. o conjunto das fungdes continuas com
suporte compacto) é denso em L ().

e Exercicio: Sejam [a, ] intervalo compacto de R, C°([a,b],C) = {f : [a,b] — C continua} e

11l - C*((a, 1], C) — [0, 00)
b
fH/ (@) de

Entao (C°([a,b],C),]| - ||l1) é um espago normado e seu completamento ¢ (L'([a,b], Blq5,m), || - [l1)-
e Dica para o exercicio: Tome f : [a,b] — C integrdvel, de modo que
f:R—=C
s f0) aEio

0 cc

é um elemento de L'(R, Bg,m) e use (ii) do corolério anterior.

e Prova do corolério:

(i) Basta provar que, Ve > 0 e ¢ : R — C simples integravel, 3y € Y tal que [|¢ — |1 < €. Seja
© =Y. | a;xp, na representa¢ao padrao de modo que |¢| = 31, |a;|xE; €

(%)
o> [loldn > [ xe

e, portanto, pu(F;) < oo se a; # 0. Dado ¢’ > 0 (a ser escolhido posteriormente), posso, Vi tal que
a; # 0, tomar J; uma unido finita disjunta de intervalos abertos tal que pu(J;AE;) < & (vide tltima
proposicao da lista de propriedades de regularidade das medidas de Lebesgue-Stieltjes). Ou seja:

ol = lag|p(E;)

Ixe: —xnlh = /XJiAEid/l <é.

Tome ¢ = Y7 a;xs, € Y. Tem-se:

des A n ,
lle — ¥l < D lail Ixe, = xal < (D lail ) €
4 —_——— ;
i=1 =1

n <e’

ai(XE, — XJ.)
i=1
Agora basta escolher ¢’ tal que
P
(X1 lail) +1
e segue a tese.

(ii) Para cada intervalo aberto J C R de medida p finita, aproxime x; na norma 1 por uma fungao continua
de suporte compacto, e a seguir aplique a parte (i).



