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I) Integrais de Funcgdes Positivas
e Fixaremos um espago de medida (X, M, ) até o final desta secdo.
DEFINIGAO 1. LT = {f: X — [0, 00] mensurdvel}

DEFINIGAO 2. Seja ¢ € L%, simples. Seja ) ., a,xg, a representagao padrao de ¢ (i.e., Im ¢ = {a1, -+ ,a,}
com a; # aj se i # j, B; = ¢ ({a;}), 1 <i<n). A integral de ¢ é > | a;p(E;) € [0, 00].

Join. [o [owdut), [ ot
/A od = [ xavdu

PROPOSIGAO 1. Sejam (X, M, i) espaco de medida, ¢, € L* simples, ¢ > 0. Tem-se:
(i) [ep=c[o
(i) [o+v=[o+ [0

(i) Se ¢ <9, [ < [¥

e Prova:

e Notacoes:

e Se Ae M:

(a) Eclatose c = 0. Sec > 0 e se 2?21 a;XE,; representagao padrao de ¢, a representacao padrao de
cp =1 ca;xg, e al aigualdade é clara também.

. ! - ~
(b) Sejam ¢ = >1L, aixm, ¥ =25, biXEy, ¢+ =D ,_; ckXa, representacdes padrdo de ¢, ¥ e ¢ + 1,
respectivamente. Note:

-n - m -1
Uz’:lEi - Uj:le - Uk:le =X
(por definigao de representagdo padrao). Tem-se:

1)
/¢= > an(E) = YD an(ENE)
i=1

_mT i=1 j=1
E; =Ul E;NF,

2) Analogamente,

/¢ = iju(Fj) = iju(Fj N E;)

De 1) e 2):
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[o+ [o=3>@+buEnr)

i=1 j=1



/Sf)"‘?/) chﬂGk chquﬂE NE) (%)

i,k
(%) note que:

UlSiSn EnF=X

1<j<m

Vk, G = J1<i<n (Gx N Ei N F})

1<j<m

Ora, Vi, j,k|E; N F; NG # 0, ¢, = a; + b; (pois, se x € E; N F; NGy, ¢(z) = a;, P(x)
(¢ +v)(x) = ck). Dai, Vi, 4, k:

CkILL(Gk NE; N Fj) = (ai + bj)u(Gk NE; N F)
n m l
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(c) Sejam ¢ =" | aixg, € Y = Z;nzl bjxEe, (representacao padrao) com ¢ <+ [¢ <[4
Tem-se:

/¢ = z”: aip(E;) = z": i a;p(E; 0 Fy) s
i=1 ;

iju (E; N F) / "
i=1 j=1
Afirmagao: (i, j) aip(E ﬂF) < bju(E; N Fy)
Prova da afirmagdo: Se E; N F; =0, 0 < 0. Se E; N F; # 0, tome z € E; N Fy, a; = ¢(z) < ()
COROLARIO 1.
(i) Se (¢i)1<i<n < LT, ¢; simples, entao

/gfmzﬂ:/%

Basta usar (ii) da proposi¢ao anterior e indugédo sobre n
(ii) Se ¢ € L simples e ¢ = > ; a;xg, (ndo necessariamente a representacao padrao), entéao

/¢ = iaiM(E

Basta aplicar o item anterior com ¢; = a;xg, para 1 <i<mn

PROPOSIGAO 2. E € M — [, ¢ € [0,00] é uma medida

veremos. )

e Prova: Seja ¢ = > .| a;xp, representacio padrao

1) Se E=1

o= [xeo=[o=0

[0

(Decorre da o-aditividade da medida, e isso garante boas prorpiedades de convergéncia para a integral, como
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2) Sejam (Ap)neny <M, A = U,enA,. Tem-se:

- T. " o aditiva! -
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/A i=1 v i=1 —

= XANE; = _ UneN(E,L n An> i=1 neN
n n n
S WUTLVEES 375 SUIEATRED oy AON 0 ST B o) A
neN i=1 nen’ =1 TN nen i—1 nenN”’ An
i XAn —_————

¢

DEFINIGAO 3. Para f € LT

/fsup{/z,zb:qi)GLJr simples,¢§f}€[0,oo]

e Observagao: Se ¢ € L™ simples
qS:sup{/ 1/):1/1€L+simplesw<¢}
nova antiga

foesf
antiga nova

por (iii)
R
antiga antiga

o=sw{[ wivertsmisv<obs [ o
nova antiga antiga

e
antiga nova

e, Vip € LT simples com ¢ < ¢,

PROPOSIGAO 3. Vf,g € LT, Ve € [0,00):

(1) [ef=c[f
(2) Se f<g,[f<[g

DEFINICAO 4. Se fe LT, Ae M

[ 1= [

DEFINIGAO 5. Diz-se que f € LT ¢ integrdvel (ou somdvel) se [ f < oo

TEOREMA 1 (Teorema da convergéncia monétona). Seja (fn)neny < LT sequéncia crescente. Entao,

Jlmgy=m [

eLt+
e (O que garante este teorema é o fato de a medida ser enumeravelmente aditival)

e Prova: Note que, por monotonicidade da [ -, ([ fn)n < [0,00] é seq crescente

Hflim/fn:sup{/fn:nEN}e[0700]

Seja f=limf, e LT, &b [f={(
Como (Vn) f, < f, por monotonicidade [ f, < [ f

élim/fng/fsup{/gb:d)EL*simples,gbgf}

F V¢ € LT simples com ¢ < f, tem-se £ =lim [ f,, > [ ¢.



Seja ¢ € Lt simples co

¢ < f. Tome a € (0,1). Entéo, Vz € X, ou f(z) = 0 ou ag(z) < f(z). No
primeiro caso, (Vn)f,(x) =0 = ¢(x) e, no segundo, como f,(x) 7 f(z) > agd(x), Ing € N|fp, ()
Assim, tomando, Vn € N

x) > a¢(x).
En ={r € X|fu(z) = ad(z)} € M
Tem-se (E,)nen sequéncia crescente em M e UpenE,, = X. Entao, Vn € N
/EZ/EWmZ/’hZ/'WZQt/¢ +afo
E, E, E,
1
Jx o
(%) pois M — [0, 0] EH/ ¢ é medida
E—hm/fnzoz/qb
Como isso vale Yo € (0,1), conclui-se que
€>sup{a/¢:a€(0,1)}:/¢>
Ou seja, £ = lim [ f,, é cota superior de {[¢ : ¢ € LT simples com ¢ < f} .. £ > [f. Entdo ¢ = [ f
(Usamos fortemente o fato de 2 € M — [, ¢ ser medida.)
COROLARIO 2. Seja (f,)n sequéncia em LT (finita ou infinita). Entao

/;n;/n
Prova:

) Para sequéncias finitas. Basta provar para dois somandos, digamos, f e g € L™

p
Tome (¢, )nen sequéncia crescente de funcgoes em LT simples tal que ¢, 7 f e (¢,)n seq crescente em LT
simples com 1, ). Entao (¢, + 1 )nen sequéncia crescente em LT simples e (¢, +1,)  (f +¢g). Entao

[+ [a7 0 [ st [ o= ( o+ [0.)= [7+0
—_— —_——

:ff :fg :f(d’n“!‘wn)

) Para sequéncia infinita (f,)neny < LT

/ an TCM k._m /an
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