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I) Medidas de Radon em R (continuagdo).

I.1) Propriedades da medida de Lebesgue. Se F' = idgr, L = Mp é a o-dlgebra de Lebesgue e m = up :
L — [0,00] é a medida de Lebesgue. Conforme visto acima, (R, L, m) é o completamento de (R, Bg,m). Além

disso, Br & £ & P(R)

PROPOSIGAO 1. Com a notagao acima, considere, Vr € R, 7, - : R — R dadas por, respectivamente, x +— x + 7
e r — rx. Tem-se:

() VAeL: A+r=1.(A) e Lem(A+7r)=m(A)
(ii) VAe L,rA = u,(A) € L e m(rA) = |rlm(A)
Prova:

(i) Se A € Bg,A+7r = 7.(A) € Bg (pois (1)7! = 7_, é continua e A+ r = (7_,.)"1(A) € Bg). Além disso,
m(A+r) =m(A), com efeito:

— Tome

v:Bgr — [0, 0]
Dw—m(D+r)

entdo v 6 uma medida (pois v(0) = 0 e se (A,), < B,
V<UnAn> m<<UnAn> +r> m<U (4, +r> %m (An +1) 7% V(A))

e v coincide com m em (a, b, Va,b € R com a < b

— Pela unicidade anteriormente vista, conclui-se que v = m|p,. em particular, se N € Bg e m(N) = 0,
m(N +r) = 0. Ora, seja A € L. Existem A € Bg e N C R|I3N € Bg com N € N, m(N) =0 e

A= AUN (pois L é o completamento de Bg com respeito a m). Entéo:

7 (A) =7 (A )Uﬂ( V) e m(r:(N)) =m(N) =0

~———
€Br Ctr (N)
L (4) € £ e m(m(A) = m(7, (A)) = m(A) = m(A)

(ii) Se r = 0, a afirmacdo ¢ trivial. Suponha r # 0, entdo y, : R — R é homeomorfismo com inversa, i/,
e, pelo mesmo argumento de (i), conclui-se que se A € Bgr, rA = u,.(A) € By e, tomando

v:Bgr — [0, 0]

D+ ﬁm(rD)
T

entdo v é uma medida e, Va,b € R com a < b,

1
v((a,b]) = o (r(a,b]) =m((a,b])
—_———
br —ar
=b—aser>0
| ezt =b—aser<0
—r
v =m|g,
Assim, VA € Bg,
1
m(A) = mm(rA) < |rim(A) (rA)

O resto ¢ idéntico a (i)



II) Aplicagdes Mensuraveis (continuagdo).

PROPOSIGAO 2. Seja (un)nen sequéncia de fungdes mensurdveis (X, A) — R. Entdo g1 = sup,ecyun, g2 =
inf,en Un, g3 = limu, e g4 = lim u,, s2o mensuraveis.

e Observagao:

supun : X - R
neN

x — sup{u,(z),n € N}
limu, : X - R

x> limu, (z) = lgelg sug un, ()
n>

e Prova:

(i) Va e R

g1 ((a,00]) = | ur M ((a,o0]) € A

neN
Isso mostra que g7 é mensuravel.

(ii) Vae R

95 ([=00,0) = | uy ' ([~00,a)) € A

neN

.. g2 é mensuravel.

(iii) Para g3, aplica-se (i) e (ii) em cascata, para g4, aplica-se (ii) e (i) em cascata.
COROLARIO 1. Se f,g: (X, A) — R mensurdvel, max{f, g} e min{f, g} sdo mensuraveis.

COROLARIO 2. Seja (fy)nen sequéncia de fungoes mensurdveis (X,.4) — C pontualmente convergente para f :
X — C. Entao f é mensuravel.

e Prova: Ref = lim,,_,ooRef, é mensurdvel X — R .. é mensurdvel X — R. Analogamente, Im f é mensurével,
donde f é mensuravel.

DEFINIGAO 1 (partes positiva e negativa de uma funcio). Sejam (X, .A) espaco mensuravel e f : X — R.

fT = max{f,0}
f~ =max{—f,0} = —min{f,0}

Note que f = ft — f~e|fl|=ft+ f,eque f: X — R é mensurdvel see f* e f~ o forem.

e Observagdo: Uma decomposicao similar para f : X — C é a decomposi¢do polar, i.e. f = (sgnf) - |f|, onde
sgn : C — C é a funcao mensurdvel dada por

sgn(z)z{ ERR

0 cc
Note que f é mensurédvel see sgn f e |f| o forem.
IT1.1) Fungdes Simples.

DEFINIGAO 2. Sejam X um conjunto e A C X

xa:X =R

. 0 sex¢ A
r 1 sexeA

chama-se indicatriz ou func¢do caracteristica de A.



e Exercicio: Se (X,.A) espaco mensurdvel e A C X, A € A< x4 mensuravel.

DEFINIGAO 3. Seja (X,.A) espaco mensurdvel. Uma fun¢ao em X diz-se simples se for uma combinagdo linear
finita, com coeficientes em C, de fungdes caracteristicas de mensurdvels (i.e., uma fungdo da forma Y ., ¢;ixa,,
com (Ai)OSign < .A)

e Ideia: Dados (X, A, 1) espago de medida e ¢ = Y a;xa, simples. Definiremos

/ b =S aspi(Ay)
1=0

e, para f : X — C mensurével, definiremos f fdu aproximando f por funcgoes simples

PROPOSIGAO 3. Sejam (X, .A) espago mensurdvel e f: X — C. Entao, sdo equivalentes:
(i) f é simples.

(ii) f é mensurdvel e Imf é finita.
e Prova:
— (i)=(ii) é claro.

— (ii)=-(i) Seja ¢ mensurdvel.

Im¢ = {cg,c1, ..., Cn}
~—— ———

2 a 2 distintos

Entao

n
=D CiXo-1({e;})
=0

()

.. ¢ é simples

DEFINIGAO 4. Com a notagdo acima, (x) chama-se representa¢do padrao de ¢.

COROLARIO 3. Se f, g simples e o € C, entdao f +g, f-g, of também sao simples.
TEOREMA 1 (Aproximagao de fungdes mensurdveis por fungoes simples). Fixe (X, A) espago mensurdvel.

(a) Seja f: X — [0, 00] mensurdvel. Existe (¢ )nen sequéncia crescente de fungoes simples X — [0, oo] tal que
bn(x) 7 flx), Vo € X. Além disso, se A C X tal que Im f|4 é limitada em R, entdo ¢,|a — f|a.

(b) Seja f: X — C mensurédvel. Existe (¢,)nen sequéncia de fungoes simples X — C tal que:

(i) (Vn €N) [¢n| < [dnt1| < [f].
(ii) on Ly fe VA C X tal que fla limitado, ¢,|a —> f|a.

e Prova:

(a) Tome, Vn € N
¢n : X — [0,00)

k27" se k27" < f(z) < (k+1)27" para k € {0,...,22" 1}
T 2" se 2" < f(x)
0 se f(z) =0
22n_1
Le. ¢p = Z k27" X (r2-n < f<(k1)2-my + 2" X{p>2m)
k=0

A sequéncia (¢ )nen assim definida cumpre as condigdes do enunciado, o que decorre dos seguintes
fatos:

1) (VneN) 0 < ¢y < Ppy1 < f (verifique!)
2) Se z € X étal que f(z) = 00, ¢p(x) = 2™ — 00 = f(x)



3) Sexz € X en € Nsio tais que f(z) < 2", tem-se 0 < f(z) — ¢ (x) < 27" (verifique que isso implica
¢n(x) = f(x) e a convergéncia é uniforme onde f é limitada, a valores em R)

(b) Tome p* = (Re f)*, v = (Im f)*. Tome (¢ )nen, (¥ )nen sequéncia de fungdes simples: X —
[0, 00) obtidas aplicando-se (a) para ¢T e 1, respectivamente. Verifique que (¢,,)nen dada por (¥n)

6n = (o = ¢n) iy —¥y)
satisfaz o enunciado em (b).

e Exercicio: Sejam (X, M) espago mensuravel, f : X — [0,00] mensurdvel, (r,)neny < (0,00), 7, — 0 e
Y1 T = 00. Entao, 3(Ap)nen < M tal que Y, g rnxa, = /-



