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I) Medidas de Radon em R.
DEFINIGAO 1. Dado (X, 7) espago topoldgico, uma medida boreliana em X é uma medida u : Bx — [0, 00].

e Queremos: Caracterizar as medidas borelianas em R finitas nos compactos de R. Estas coincidem com as
medidas de Radon em R.

e Ideia: Seja p: Br — [0, 00] medida finita. Tome
F:R—>R
z = p((—o0, 7))
e [ ¢é crescente e continua a direita. Isso decorre da monotonicidade e da continuidade para baixo da medida.

e Partiremos de F' : R — R crescente e continua a direita e tentaremos obter uma medida boreliana a partir
de F.

DEFINIGAO 2. Seja H = {(a,b]NR|a,b € R e a < b}. Os elementos de H chamam-se h-intervalos.

e Note que, se a = b, o intervalo é o conjunto vazio, logo § € H. Além disso, H é uma semi-algebra (em
particular, é uma familia elementar). Portanto, a dlgebra A = A(H) gerada por H é dada por

A = {U?:()Ji ne N, (JZ)OSZSn =< H}

e Tome F : R — R crescente e continua & direita. Definimos F(+00) = lim, 4o F(z) € R e F(—00) =
lim,,—, _oo F'(z) € R. Pomos:
¢:H — [0, 0]
(a,b] NR — F(b) — F(a)

e Note que £ estd bem definida, i.e. nao ocorre co — co. Além disso, se F' for a identidade, £ é igual a b — a,
i.e. o comprimento do intervalo. Quero estender a ¢ a uma medida em A, a qual serd subsequentemente
estendida a uma medida em o(A) = Bg através do teorema de extensdo de Carathéodory. Defina:

1o A — [0, 0]
Uisgdi = Y L(T;)
=0

e Afirmacao: pg estd bem definida e é finitamente aditiva.

— Bem definida significa:

-n - m n m

Ji=U, = ;ﬁ(%) =3 un)

k=0
LEMA 1. Se J = (a,b] NR h-intervalo e {J; = (a;, b;] N R}o<i<n < H forem tais que J = U;_J;, entdo
o = 2(J;
(/) ; )
=F(b)—F(a) =F(b;)—F(a;)
e Prova: Existem 1ig,%1,- - ,%, tais que

a:ai0<bi0=ai1<bi1:ai2<~--<bi”:b

—_



e Prova da afirmagao:

n m n

> Uh) = N T) =D > 0N T) =Y (1)

n
— SN~ — — — —
=0 _sam nn (s =0 k=0 k=0 i=0 k=0
=£(I},) pelo lema

(*) pelo lema e Vi € {0,--- ,n}, J; = kao']i NIy

— Para verificar yo finitamente aditiva: tome (Jx)o<k<n <.A. Para cada k,

Entao

e Agora verifiquemos que ug é o-aditiva:
LEMA 2. Sejam J € H e (Jn)nen < H| Unen Jn = J. Entao puo(J) = >, o to(Jn)-

Demonstragio. 1. Y7 -y po(Jn) < po(J). Com efeito, basta observar que a aditividade finita de o implica

monotonicidade, daf, para todo k € N, Zﬁ:o po(Jn) = MO(UZ:an) < uo(J), donde a desigualdade afirmada
(fazendo k — 00).

2 pol7) < Sen()
Caso 1: J = (a,b] com a < b reais. Para cada n € N seja J,, = (ap,by,] com a, < b, reais. Dado € > 0:

a) Escolha ¢ > 0|F(a+ ¢) — F(a) < € (existe, pela continuidade & direita da F')
b) Para cada n € N, escolha §,, > 0 tal que

F(b, +0,) — F(b,) < 2~ (e
de modo que

> F(by+6,) — F(by) <€
neN
e portanto,

Z [F'(bn + 0) — F(an)] < Z[F(bn) — F(an)] +¢

neN

"EN By 4-60)— F (b)) +[F (bn)— F(an)]

Da cobertura aberta {(an, b, + 05) }nen do compacto [a + &, b] podemos extrair uma subcobertura
finita, digamos, {(an, b, +9,) }nea onde A C N finito. Podemos, reduzindo A se necessdrio, assumir
que, se n #mem A, (an, by +8,) € (A, by + 0) € que Vo € A, (an, by, + ) Nja+8,b] # 0. Além
disso, podemos escolher uma enumeracao (ni,...,n;) de A, k = #A, de modo que A = {n;,1 < j <



E)}eVie{l,...k—=1}, an,,, € (an,,bn, + 0n,;). Assim, temos:
F)—F(a)=[F(b)—F(a+0)]+[Fla+d)—F(a)] <F()—Fla+0)+e<

<e
< F(bnk + 57%) - F(anl) te <
Jo T ¢ k—1
crescente
= F(bnk + 5nk) - F(ank) + Z [F(anj+1) - F(anj)}
=t < Flba, +60,)~Flan,)
/l\
F’ crescente
k
Z bn] + 6”] - anj )] +e S Z[F(bn) - F(a"ﬂ)] + 2e
j=1 neN

< S [F (b +6,) — Flan)]

neN

Como ¢ > 0 foi tomado arbitrariamente, segue-se F'(b) — F(a) < > y[F(b,) — F(a,)]. Como ja
provamos a outra desigualdade, segue “=".

Caso 2: J = (—00,b], b € R. Seja (Jn)nen < H|J = Upendy,. J& sabemos ) po(Jn) < po(J).
Por outro lado, tome M € R < b. Tem-se

(M7b] = UTLEN (M7b} m‘]n
H
€

Pelo caso 1,segue

F(b) = F(M) =3 pio (Ju 0 (M) < 3 pol.Jn)

Tomando limp;_, _ ., conclui-se que

) = F(=00) £ 3" polJa)

=po(J)

Caso 3: J = (a,+00] NR é andlogo ao caso 2, tomando M € R > a e olhando para (a, M|
Caso 4: J =R = (—o0,00] NR. Tome a € R, de modo que J = (—o0,a]U(a,+0), e aplique os
casos 2 e 3 para cada um desses subintervalos. Fim da prova do lema.

O

Prova da o-aditividade de po. Sejam A € A(H) e (An)nen < A(H) tais que A = UpenAn. F po(A) =3, o tio(An).

Tome (I;)o<i<k <-H|A = L'szoli. Como cada A, é reunido finita disjunta de h-intervalos, podemos tomar
(Jn)nen = H enumeragao dos h-intervalos que aparecem na decomposigao dos A,,’s em reunido finita disjunta de
h-intervalos (para cada n fixo escolhemos e fixamos tal decomposigdo). A aditividade finita de ug implica:

Z po(An) = Z pio(J

neN neN

Por outro lado:

k k
YN woIn ) =D molindy) = > po(Jn)

T iZonen neN i=0 neN
(%) ()

Ii = UnEN Iz n Jn
~——

k
= Z po(1s)
1=0

(*) por cH
+ lema 2
Jo=UrJuNT;
(*%) por o

+ po finitamente aditiva



Conclusao:

po(A) = ZMO(Jn) = ZMO(An)

neN neN

Com isso, fica demonstrada a seguinte:
PROPOSIGAO 1. Com a notagao acima, ug estd bem definida e é uma medida na élgebra A.

Pela proposigao, g : A — [0, 00] é uma medida na élgebra A = A(H) gerada por H. Pelo teorema de extensao
de Carathéodory, existe, pois uma medida pp : Bg — [0, 00] que estende pg. Isso prova parte do seguinte:

TEOREMA 1 (caracterizacdo das medidas de Radon em R). Seja F' : R — R crescente e continua & direita. Entéo:
(i) existe uma unica medida boreliana pp tal que Va,b € R com a < b, ur = F(b) — F(a). Além disso,

a) pp é finita nos compactos

b) Se G : R — R crescente e continua a direita up = ug see F' — G constante.

(ii) Reciprocamente, se p : Bg — [0, 00] medida finita nas compactos, existe F' : R — R crescente e continua &
direita tal que p = pp.

e Prova:

(i) J4 provamos a existéncia. Provaremos a unicidade: Seja p : Br — [0, 00] medida tal que Va,b € R
com a,b, u((a,b]) = F(b) — F(a) (x). F un= pr (sendo a pup construida ela proposigdo anterior mais o
teorema de Carathéodory). Ora, para todo J € H, up(J) = p(J):

* Se J limitado, i.e. J = (a,b] com a < b reais, isso é claro, por (x).
* Se J nao limitado, podemos escrever J = UpenJ,, com (Vn)J, € H e J, limitado

() = Sulh) =Y e = pr(J)
T neN T neN T
1 medida por (x) ur medida

Entao, se A € A(H), pondo a = UfZOJi

k
pr(A) = Z,UF(Ji) = p(A)

=0 w(J3)

Conclusao: pula = prla = po. Como pg é o-finita (pois R = Upez(n,n+1] e puo((n,n+1]) = F(n+
1)—F(n) < o), a unicidade no teorema de extensao de Carathéodory garante p = pp : Bgr — [0, 00].
« E claro que pp ¢ finita nos compactos: se K CC R, Ja,b € RIK C (a,b] .. pp(K) < pp((a, b)) < oo
* Finalmente, se G : R — R crescente e continua a direita:
1. Se ur = pg, Va,b € Rla < b,

F(b) = F(b) = pr((a,b]) = pe((a,b]) = G(b) — G(a)

. F — G é constante
2. Se F' — G constante, entdo ur e pg coincidem em todo J € H com J limitado .. ur = g

(ii) Tome F' : R — R dada por

L wp((0,z])  sex>0
F= { —((2,0]) sex<0

Entao, F estd bem definida (pela finitude de p dos compactos), F' é crescente (pela monotonicidade
de p) e Fé continua a direita (pela continuidade para baixo de p, por exemplo, se > 0 e x, \, «,
F(z,) = p((0,2,]) = u((0,2]) = F(z)). Como p e pup coincidem nos h-intervalos limitados, segue-se
(de (1)) p = pr : Bgr — [0, 0].

e Observagao 1: A mesma construcao feita anteriormente pode ser reproduzida para h-intervalos da forma
[a,b) "R e F: R — R crescente e continua & esquerda.



e Observagdo 2: Dada F': R — R crescente e continua a direita, seja pg : A(H) — [0, o0] medida induzida por
F' conforme foi feito anteriormente. O teorema de extensao de Carathéodory fornece mais que uma medida
boreliana pp : Bg — [0, 00], fornece uma medida pp : Mp = o(p*) — [0,00] a qual é o completamento de
pr : Br — [0, 00] (pois po : A(H) — [0, 00] é o-finita).

DEFINIGAO 3. Com a notacao acima, up : Bg — [0,00] ou pp : Mp — [0,00] chama-se medida de Lebesgue-
Stieltjes induzida por F'. Se F' = idr, ur chama-se medida de Lebesgue, e denota-se por m. £ = Mp chama-se
o-algebra de Lebesgue.

e Observagao: Br G L G P(R)

e L é o completamento de Bg com respeito a medida de Lebesgue.

I.1) Propriedades de regularidade das medidas de Lebesgue-Stieltjes. Sejam:
e [': R — R crescente e continua a direita

e ug : A(H) — [0,00] induzida por F (i.e., pg = (ULOI,») = Zf:OE(I,-) onde ¢(I;) = F(b;) — F(a;) se
I = (ai, bi])

e ;¥ medida exterior induzida por py, i.e.

VE C X, u*(F) = inf {Z to(Ay) : (An) < A com E C UnAn}
neN

e Mp=o(u)

PROPOSIGAO 2. Com a notacdo acima, tem-se
ab
(i) VE C X, u*(E) = inf{urU)|E CU C R}.

(i) VE € Mp, Ve >0 U ER tal que U S E e p(U|E) < &.
(iii) VE € Mg, Ve > 0 3G C E fechado tal que up(E|G) < e.
(iv) VE € Mp, pr(E) =sup{ur(K): K CCRe K C E}.
PROPOSIGAO 3. Com a notacao acima, seja A C R. Sao equivalentes:
(i) Ae Mp.
(if) 3U € Gs|U D A e p*(U\A) = 0.
(ili) IF € F5|F C A e p*(A\F) = 0.

PROPOSIGAO 4. Com a notagao acima, seja A € Mp com pp(A4) < oco. Entdo, Ve > 0 existe J C R|J é unido
finita disjunta de intervalos abertos de medida pp finita e pp(AAJ) < e.



