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Notas da Aula 4 (23/3)
I) Construcido de Medidas (continuag3o)

DEFINIGAO 1. Seja p* : P(X) — [0, 00] medida exterior. Digo que A C X é p*-mensurdvel se for cumprida a
condicao de Carathéodory:

VE C X, p"(B) = p"(ENA) + " (ENA°)  (CA)

OBSERVAQAO. Em vista da subaditividade enumeravel de p*, (CA) é equivalente a: VE C X |p*(F) < oo, p*(E) >
p(ENA)+ p*(EnA°).
TEOREMA 1 (teorema de Carathéodory). Sejam X um conjunto, p* : P(X) — [0, co] medida exterior. Entao:
(i) o(p*) ={F C X|E p*-mensurdvel} é uma o-algebra e p*|;(,+) ¢ uma medida.
(ii) VE C X|u*(E) =0, tem-se E € o(p*). Em particular, y*|,(,~) é completa.
DEFINIGAO 2. 1*|,(,+) chama-se medida induzida por u*.

TEOREMA 2 (teorema de extensdo de Carathéodory). Seja g : A — [0, 00] medida numa algebra A C P(X) e
p* :P(X) — [0, 00] induzida por pg. Entao:

(a) p*la = po

(b) AC o)

(c) o(A) C a(p*) e u*|s(a) ¢ uma medida que estende pp. Além disso, se v : o(A) — [0, 00] for outra medida
que estende pg, v < p*[y(a), ie., VE € 0(A), v(E) < p*(E). Vale a igualdade se p*(E) < co. Finalmente,
se po : A — [0, 00] for o-finita (i.e. 3(A,)n < A tal que U, A, = X e (Vn) po(An) < 00), entdo v = p*|5(4)
(em outras palavras, a extensao pu*|,(4) ¢ tinica).

e Pergunta: Com a notacdo acima, qual a relacao entre (X,0(A), 1*[,a)) (1) e (X, 0(p*), " [o(uy) (2)7
e Resposta:
— Se pp : A — [0, 00] for o-finita, (2) é o completamento de (1).

— No caso geral, (2) é o saturamento (vide definigdo no exercicio 16 da lista 3) do completamento de (1).



