MAT 5798 — Medida e Integracao
IME — 2017

http://www.ime.usp.br/~glaucio/mat5798
Notas da Aula 24 (6/6)

I) 0 Dual de LP. Fixaremos um espaco de medida (X, M, u) até o final desta secio.

Sejam p, ¢ € [1, 0] expoentes conjugados e g € LP. Entao, pela desigualdade de Holder, fica bem definido um
funcional linear continuo ¢, : L9 — C dado por f — [ fgdpu, tal que ||@q4]| < |lg|l,. A proposi¢ao abaixo afirma
que, em quase todas as situagoes, ||¢4|| = |/g]|p, de modo que g — ¢4 define uma isometria linear ¢ : LP — L9%.

PROPOSICAO 1. Com a notacdo acima, se 1 < p < 0o, ou se p = oo e u semifinita, ¢ : LP — L9% é uma isometria
linear.

Demonstragdo. S6 precisamos verificar que, Vg € LP, [|¢4|| > [|g|lp, pois a outra desigualdade segue por Hélder e
a linearidade é clara. Se ||g||, = 0, ndo hé o que fazer; suponha, pois, | g/, > 0.

. p—1 .
1. Sel < p < oo, tome f =5sgng- lol Entao ||fllq =1e ¢4(f) = [ fgdun = ||g|lp, de modo que ||¢g]| > ||gllp.

———T.
lglls

como afirmado.

2.8 p=1eq = o0, tome f =5ng. Entdo ||f||l.c = 1 (pois g > 0 num conjunto de medida > 0) e
¢g(f) = [ fgdu=llgllx, donde [[é4]| = [|g]l1, como afirmado.

3. Se p = oo e u semifinita. Nesse caso, ¢ = 1 e, dado ¢ > 0, como ||g]lcc é 0 supremo essencial de g,
podemos tomar E € M com p(E) > 0 tal que |g| > ||g]lcc — € em E. E, pela semifinitude de p, podemos
supor pu(E) < oco. Tome f = 5gng - % Entéo [|f|1 = 1 (pois |sgng| = 1 em E para ||g|lcc — € > 0)
e ¢q(f) = [ fgdu > ||gllc — €. Pela arbitrariedade do € > 0 tomado, isso implica ||¢4]| > ||g]lco, como
afirmado.

O

Reciprocamente, em quase todas as situacoes, se g é uma funcao mensurdvel tal que f — [ fgdu define um
funcional linear continuo em L9, entao g € LP.

TEOREMA 1 (reciproca da desigualdade de Holder). Sejam p,q € [1,00] expoentes conjungados e g uma funcao
mensurdvel tal que fg seja integravel para toda funcgao f € L9(u) e tal que:

My(g) = sup{l/fgl F el ()1l < 1) < oo (1)

Suponha também que Sy = {g # 0} seja o-finito ou que p seja semifinita. Entdao g € LP e ||g||, = M,(g).
Provaremos o enunciado abaixo, que claramente implica o anterior.

TEOREMA 2 (reciproca da desigualdade de Hélder, v.2). Sejam p, ¢ € [1, 0o] expoentes conjungados e g uma fungao
mensurdvel tal que fg seja integravel para toda fungéo f € ¥ = {fun¢des simples integraveis} e tal que:

My() =supd] [ Fol : £ € S flly <1} < o0 @)

Suponha também que Sy = {g # 0} seja o-finito ou que p seja semifinita. Entao g € LP e ||g||, = My(g).

Demonstragao. 1) Notemos, inicialmente, que, se f for uma fungdo mensurdvel e limitada que se anule no com-
plementar de um mensurdvel E de medida finita e ||f||, < 1, entao |[ fgdu| < M,(g). Com efeito, existe
uma sequéncia de funges simples (fp)nen tal que fr, 2 f e (V)| ful < |fasi] < 1f] < Ifllsoxz. Como f é
integravel, (f,,), é uma sequéncia em X e (Vn)| folly < [Ifllg < 1, logo (Vn)|[ frngdu| < My(g). Além disso,

fng 2 fge (V)| fagl < |Ifllecxzg € LY, de modo que o TCD se aplica e conclui-se que |[ fngdu| = |[ fgdul.
2) Suponha p < 0o, de modo que ¢ > 1. Podemos assumir S; o-finito, em vista do lema abaixo:

LEMA 1. Se p < 00, M,(g) < 0o e u semifinita, entdo S, é o-finito.

Prova do Lema: Dado € > 0, seja S, = {|g| > ¢}. Basta verificar que p(S.) < oco. Supondo u(S¢) = oo, para
todo ¢ > 0 existe, pela semifinitude de p, £ € M tal que E C S. e ¢ < u(E) < oco. Portanto, se ¢ < oo,

f= IISEE\SIJ XE ¢ mensurdvel, limitada, se anula no complementar do mensurdvel E de medida finita e || f||; < 1.
q

Como | [ fgdu| = m [plgldp > ep(E)' =19 > ec'/?, segue-se do item anterior que M, (g) > ec'/P. Fazendo

¢ — 00, obtém-se M,(g) = oo, chegando-se a uma contradi¢do. Por outro lado, se ¢ = 0o, tome f =5gngxe, a
qual é mensurdvel, limitada, se anula no complementar de E e || f||- < 1. Entéo | [ fgdu| = []g] > ce, donde
M,(g) > ce, o que implica, como no caso anterior, M,(g) = co. O



Podemos assumir (.S,) > 0, caso contrario g = 0 p-q.s. e a tese é trivial. Tome, pois, (Ey,)nen < M sequéncia
crescente de mensuraveis de medida finita e estritamente positiva tal que U,enE, = S;. Tome, além disso,
(én)nen sequéncia de funcdes simples tal que (Vn)|dn| < |dns1| < |g| € dn 2 g, e defina (Vn)gn = Xz, - Pn.
Entéo (Vn)|gn| < |gl, gn 2 g, (¥Yn)gn é simples e se anula no complementar de E,,, logo [|gn ||, < co. Finalmente,
defina:

sy

-1
llgn I

In

Note que, como (Sy) > 0, [|g[l, > 0. E, como g,, 2 g, segue-se do lema de Fatou que 0 < ||g||, < liminf||g, ||,
de modo que podemos assumir, descartando-se os termos iniciais da sequéncia, se necessério, que ||gn|l, > 0,
garantindo-se que f,, estd bem definida. Além disso, (Vn € N)f,, é mensurdvel, se anula no complementar do
mensuravel de medida finita F,, e é limitada (pois |g,| é limitada, por ser uma fungdo simples). Além disso,
(Vn)|| fnllg < 1, daf a conclusdo do item anterior se aplica e justifica a tltima das desigualdades abaixo:

lolly < liminf lgall, =liminf [|fagn] du <
——
:flfngnl dp (3)

<timinf [|fug]dp = limint [ f,9d < M (0)

Entao ||g]l, < Mp(g); e, por Holder, M,(g) < |lg||p- Logo, |lgllq = Mp(g) < oo, como afirmado, concluindo-se o
argumento para o caso p < o0.

Caso p =00, ¢=1. Dadoe >0, seja A= {z e X :|g(x)] > M,(g9) + €}. Mostremos que pu(A4) = 0, o que
acarretard, pela arbitrariedade do e tomado, ||g||cc < Mp(g). Com efeito, suponha p(A) > 0. Entao, seja pela
semifinitude de p ou pelo fato de A C Sy, existe E C A mensuréavel tal que 0 < p(E) < co. Defina f = Sg&%ﬁ.
Entao f é mensurdvel, limitada, se anula no complementar do mensurdvel E de medida finita e ||f]; < 1.
Portanto, pela parte 1) do argumento, tem-se M,(g) > |[ fgdu| = ﬁ J5lgldp > M,(g) + €, chegando-se a

uma contradicao.

Entéo ||g]lcc < M,p(g), € a outra desigualdade segue por Holder, logo ||g||cc = M,(g) < o0, como afirmado.
O

Finalmente, provaremos a seguir que, se p < oo, em quase todas as situacoes, a isometria linear ¢ : LP — L9*

definida acima é sobrejetiva, de modo a identificar L9* = LP.

TEOREMA 3 (teorema de representacao de Riez para o dual de LP). Sejam p € (1,00] e ¢ o expoente conjugado
de p (de modo que g € [1,00)). Se ¢ > 1, ouse ¢ =1 e p o-finita, ¢ : LP — L9* é uma isometria linear sobrejetiva.

Demonstragdo. 1) J4 sabemos que ¢ : LP — L9% é uma isometria linear. Resta provar que é sobrejetiva.

2)

Suponha p finita. Nesse caso, VE € M, xg € L9.
Seja ¢ € L9". Defina v: M — C por E — ¢(xE).

i) v é uma medida complexa em (X, M). Com efeito, é claro que v(f)) = 0 e que v é finitamente aditiva, pela
linearidade de ¢; verifiquemos que v é g-aditiva. De fato, se (Ey)nen <M, E = Upen Ep, entao:

n o0
Ixe kEﬂXEqu = M(k U+1Ek) — 0,

pelo fato de ser ¢ < oo e pela continuidade para baixo da medida aplicada a sequéncia decrescente
{L'Jioszr1 Ei}nen, cuja interseccdo é vazia. Portanto, como ¢ é continua em L9:

n n oo
v(B) = ¢(xp) = lim ¢(3 xm,) = lim > 6(xm) =) vixm)
k=1 k=1 k=1
e a série no segundo membro é comutativamente convergente (pois qualquer reordenacdo da sequéncia
(En)nen < M terd uniao F e o mesmo argumento se aplica a uma tal reordenagio), logo absolutamente
convergente, i.e. somavel.

ii) v < p. Com efeito, se E € M e u(E) = 0, entdo xg é nula quase sempre, i.e. nula como elemento de
L9(). Portanto, v(E) = ¢(xg) = 0.



iii) Pelo teorema de Radon-Nikodym, existe, pois, g € L!(1) tal que v = gdu. Note que, como p é finita, toda
fungao simples X — C estd em L>°NL. Como funcionais lineares no espaco ¥ = {fungoes simples X — C},
¢ e gdu coincidem num conjunto de geradores, a saber, nas funcoes caracteristicas; entao coincidem em
Y. Portanto, para toda f € X, fg € L}(u) e:

| / Fodul = 16(H)] < 160l

o que implica, pela reciproca da desigualdade de Holder, g € LP e ||g||, < ||#]].

Finalmente, ¢, € L9 e ¢ € L9" coincidem no subespago denso ¥ de L9; entdo ¢, = ¢, 0 que conclui a
prova da sobrejetividade no caso p finita.

3) Suponha u o-finita. Tome (E,)neny < M tal que X = Upen By, e (Vn € N)u(E,) < co. Seja ¢ € L9(u)*. Para
cada n € N, considere a medida finita u,, = g 1 E,, em (X, M); a aplicagdo f — f - xg, define uma isometria
linear L9(s,) — L9(u) (pois, para toda f: X — C mensurédvel, [|fxg, [P du = [|f1PxE, du = [|fIPdug,). A
composta de ¢ com esta isometria define um funcional linear continuo ¢,, € L9(uy,)*, com ||¢,| < ||4]; pelo
item anterior, existe g, € LP(u,) que representa ¢, i.e. ¢, : f +— [ fgdu,. Podemos supor, modificando
gn UM conjunto p,-nulo, se necessério, que g, se anula no complementar de E,. Assim sendo, g, € LP(u) e
1901ty = I9n Ity = lnll < 9]

Defina a fun¢ao mensurdvel g : X — C por G = >>° | g,,. Verifiquemos que G € LP(u1) e G representa ¢. De
fato:

D) Vn €N, G =300 g € LP(n) e, VS € L9(n), |f fGndpl =150k [ xmn - far dn| = 25, o1 0xme )] =
12 k=1 @y - D =10 k=1 X - Nl = 10O, 5y - DI < M@lllIxop_, 5, - flla < €)1 f]lq- Portanto, pela
reciproca da desigualdade de Holder, conclui-se que G, € LP(p) e |G|, < ||¢]]. Como |G,| & |G,
segue-se (pelo lema de Fatou se p < 0o, pelo lema ao final da demonstragao se p = co0) que:

Gl < liminf|[Gpll, <ol
logo, G € LP(p) e [|G], < [|]]-

ii) Dada F € L9(u), defina (Vn € N)f, = F - xg,. Entao F, = Y ;_, fx 5 F, pois |F — F,|? converge
pontualmente para zero e |F — F,|7 < |F|? € L!, de modo que o teorema da convergéncia dominada se
aplica. Portanto, ¢(F,) — ¢(F). Por outro lado, F,,G 2 FG e |F,G| < |FG|, sendo FG € L, por Holder.
Dai, usando uma vez mais o teorema da convergéncia dominada:

/FG dp = lim /FnG dp =1lim Y ¢(fn) = lim $(F,) = ¢(F)
——— k=1
:f F,Gn d#:22:1 f frngn dpn

o que implica ¢ = ¢g.

4) Suponha p medida positiva qualquer e 1 < ¢ < 0o, de modo que 1 < p < co0. Seja ¢ € L(u)*. Para cada F € M
o-finito, podemos considerar a medida o-finita pp = p 1 F' e identificar L9(up) com um subespago fechado
de L9(u), dado pela imagem da isometria f € L9(up) — f - xr € L9(u). A restrigdo de ¢ a este subespago é
um elemento de L(up)*, o qual se representa, pelo item anterior, por uma func¢ao gr € LP(upr) C LP(u) com
llgrllp, < l¢|l- Note que, se E C F mensuraveis e o-finitos, entdo xg - gr também representa a restricdo de ¢ a
L9(ug), de modo que gg coincide com gg p-q.s. em E.

Defina ¥ = {F € M|F o-finito} e M = sup{||gr|l, : F € £} < ||¢||. Afirmo que M é um mdaximo, i.e. existe
F € X tal que ||gr|l, = M. Com efeito, basta tomar uma sequéncia (Fy,)nen < X tal que ||gg,|l, = M e
tomar F' = UpenF),. Entdo F € M é o-finito, i.e. F' € X, e, como observado acima, (Vn € N)gp coincide com
gr, p-q.s. em Fy, o que implica (Vn € N)||gp, [l, < llgrllp, donde M = lim||gp, [, < [lgrll, < M, portanto
llgrll, = M, como afirmado. Afirmo que g = gr € LP(u) representa ¢. Com efeito:

i) Se A € M for o-finito e F' C A, entdo g4 = gr p-q.S., pois:

Mpz/|gA|pdu=/|gA|pdu+/ |gA\Pdu=/|gF|pdu+/ |gA\Pdu=Mp+/ lgal? du
F A\F A\F A\F

0 que implica fA\F|gA|p dp = 0, logo ga = 0 quase sempre em A\ F, i.e. g4 = gr quase sempre, como
afirmado.



ii) Dada f € L%(u), {f > 0} é o-finito; tome A = {f > 0} U F, de modo que A é o-finito, A D F e
f =1 xa €LY ua). Entao, pelo item anterior, g4 = gr quase sempre, o que permite concluir que:

:/ngdu:/ngdu

i.e. g = gr € LP(u) representa ¢, como afirmado.

Note que a hipdtese p < oo foi usada na iltima parte do argumento para garantir g4 = gp p-q.s. se A D F

mensuravel e o-finito.
O
LEMA 2 (Fatou para L™). Sejam (f,)nen uma sequéncia em Lt e f = liminf f,,. Entao || f|leco < liminf]|fy]|o-

Demonstragio. Sejac < || flloo- Entdo {f > ¢} tem medida estritamente positiva, e {f > ¢} C UpenNi>n{frx > c}.
Portanto, pela subaditividade enumerdvel de p, conclui-se que existe ng € N tal que Ng>n,{fx > ¢} tem medida
estritamente positiva, donde (Vk > ng)||fkllcc > ¢. Pela arbitrariedade do ¢ < ||f||cc tomado, isso implica
1 Fllse < T inf | ]l 0

COROLARIO 1. Se 1 < p < oo, LP(u) é um espago de Banach reflexivo.

I.1) Algumas desigualdades tteis.

PROPOSIGAO 2 (desigualdade de Chebyshev). Sejam 0 < p < oo, f € LP(u) e & > 0. Entao u({|f] > a}) < [\|f||p]p'

TEOREMA 4 (desigualdade de Minkowski integral). Sejam (X, M, u), (Y,N,v) espagos de medida o-finitos e f
uma funcio M ® N -mensurdvel em X x Y.

a) Se feltel<p< oo,

([ senaw) auw] ™ < [ [ s an)] " a) "

b) Se p € [1, ], vale a desigualdade abaixo, desde que o segundo membro faca sentido e seja finito (i.e. se para
v-q.t. y €Y f(-,y) € LP(n) e a funcdo mensuravel definida quase sempre y — || f(-, y)||, for v-integrével, entao,
para p-q.t. © € X f(z,-) é v-integrével, a funcdo definida quase sempre x — [ f(z,y)dv(y) estd em LP e vale
a desigualdade):

| st avwl, < [1Cllavo) (5)

Demonstragao. a) Se p = 1, vale a igualdade pelo teorema de Tonelli. Suponha 1 < p < oo e que o segundo
membro da desigualdade seja finito (caso contrario a tese é trivial); tome ¢ o expoente conjugado de p. Para
toda g € L9(u), tem-se:

//fxydu ))\g ) dp( //f$y|g )| du(y) dpa(zr) "o

Holder
— [ [ fenlste) dnte) vl "

< [[[ e an) “lglyavin) = ([ / fawr au)] " @) lol,

Portanto, pela reciproca da desigualdade de Holder, conclui-se que || [ f(-,y) dv(y)|l, < [IIf (-, y)|lp dv(y), como
afirmado.

b) Se p = oo, a desigualdade é imediata a partir da monotonicidade da integral. Se 1 < p < oo, basta aplicar o

item anterior para |f].
O



