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Notas da Aula 23 (1/6)
I) Espagos LP

DEFINIGAO 1. Sejam (X, M, u) espaco de medida e p € (0,00). Dada f : X — C mensurdvel, definimos:

1/p
1= | [ 1770 € .00
LP(p) = LP(X, M, p) ={f: X — C mensuravel : ||f||, < oo}

Exercicio:
Com a notagao acima, £P (i) é um C-subespago vetorial de CX.

LEMA 1. Sejam a,b >0, A € (0,1). Entdo, a*b'=* < Aa+ (1 — \)b

Demonstrag¢ao. Se a = 0 ou b = 0, a desigualdade é trivial. Suponha que a > 0 e b > 0. Tome A, B € R tais que
A B
a=e ', b=e

exp é convexa

at b = (M () =exp(MA + (1 - V) B) < e + (1= Nef =xa+ (1 -\b
O

DEFINIGAO 2. Seja p € (1,00), existe um tnico ¢ € (1,00) tal que (1/p) + (1/q) « 1, a saber ¢ = p/(p — 1).
Chamamos o ¢ de expoente conjugado de p. Pela simetria da condi¢do (x), ¢ é expoente conjugado de p see p é
expoente conjugado de ¢; diz-se que p e g sao conjugados.

TEOREMA 1 (Desigualdade de Hélder). Sejam (X, M, u) espaco de medida, f,g : X — C mensurdveis e p,q €
(1,00) expoentes conjugados. Entéo,

/ Faldi < 11l 19l

Demonstracdo. 1. Se ||f|l, =0 ou ||g|lq = 0 a desigualdade é trivial.
2. Se ||fllp #0 e |lgllg # 0 e uma delas for oo, a desigualdade é trivial.

3. Suponha que 0 < ||f]l, < 00 e 0 < ||gllq < 00
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/ \Faldu < 11 l9lls

COROLARIO 1. Com a hipétese do teorema acima, se f € LP e g € L9, entdo f-g € L.



Exercicio: a) (desigualdade de Young) Sejam ay,...,axy > 0e Aj,..., Ay > 0 tais que Zil \; = 1. Entao:

1

N N

i
Hai < E )\iai ‘
=1 =1

SUGESTAO: Use a convexidade da exponencial, como anteriormente.

N
1 1
b) (desigualdade de Holder generalizada) Sejam r,p1,...,py € (0,00) tais que — = E —. Entao, se f1,...,fn
r ‘ i
1=1
mensuraveis:

pi

N N
T £l < TTI1:
i=1 i=1

SUGESTAO: Use a desigualdade de Young com a; = % e\ = ﬁ, 1<i<N.
iy, i

TEOREMA 2 (desigualdade de Minkowski). Sejam (X, M, ) espago de medida, f,g : X — C mensuréveis e
p € [1,00). Entao,

1+ gllp < 11£1lp + llglls

Demonstragao. 1. A desigualdade é trivial se ||f||, = oo ou ||g|, = o0 ou se |f + g| = 0 p-q.s. (nesse caso
If+9gllp=[[1f +glP)"/? = 0dp).

2. Suponha || f]|, < o0, ||g]l, < o0 e |f + g| > 0 num mensuravel de medida positiva.

2.1) O caso p = 1 decorre imediatamente da desigualdade triangular e da monotonicidade da integral,
conforme j& verificamos anteriormente.

2.2) Seja p > 1 e q o exponente conjugado de p. Tem-se:
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COROLARIO 2. Se (X, M, p1) espago de medida e 1 < p < oo, LP () é C-subespago de CX e || - ||, 6 uma seminorma
em LP(p).

Demonstragao. (i) Se f,g € LP(u), entdo

Mink
If+gll, < 11y + llgllp < o0

donde f+ g € LP(u).



(ii) Se f € LP(u) e v € C,

1/p 1/p
|af|p=[/ Iafl”du] =|a|[/ Iflp] — lalllfll, < o0

af € LP(u)

Por uma construgao feita anteriormente (quando definimos o (L*(u), || - ||1)), definimos (dado p € [1,00)):
N=A{felP(wllfll, =0} ={f: X — C mensuravel|f =0 p-q.s.}
de modo que N é C-subespago de L£P(p) e, pondo: LP(u) = LP(u)/N e

- 1lp = LP (i) = [0,00)
[F1 = 11l

entdao (LP(p), | - ||p) é um espaco normado.
TEOREMA 3. Com a notaco acima, (LP(u), || - ||,) é um espago de Banach.

Demonstrag¢ao. Para p = 1, j& demonstramos. Suponha p > 1. F toda série _ f,, absolutamente convergente em
(LP(w), || - |p) é convergente. Com efeito, dada uma tal série, sejam

k=0
G = |fl
k=0

(ambas estdao em L1). Por hipétese Y2 ||fn|l, = B € [0,00). Note que, Vn,
1Gallp < D fally < D lIflly = B < 00
k=0 k=0

p-
Além disso, G, /G . |G, P 7 |G|P e, pelo TCM,

[fore] " [l

donde |G|, < B < o0, i.e. G € LP(p). Em particular, [ GPdu < oo .. GP < 0o p-q.s. donde
G =31l < s
n=0

Portanto, para pu-q.t. z € X, Y 07 fn(z) converge, e isso define uma fungao

f:domf — C
x> an(x)
n=0

mensurdvel definida quase-sempre. t [f] € LP(p) e | 7 _ fx — fll, —— 0. Note que, Va €domf, |f(z)| < G(x);
como G € LP, segue f € LP(u).

Além disso, | S p_o fx — fIP 5 0 p-q.s. e, Vo €domf:

des A n

[Zm W+ f@) rszpaw

%/—/ < G( )
< G(z)




e 2°GP € L(u). Daf, pelo TCD:

P

lim du =0
n— o0

> h—k
k=0

P

S - f
k=0

O

Exercicio:
Sejam (X, M, u) espago de medida, p € [1,00) e S = {¢ : X — C simples com ¢ = Zle aixE;,a; € C,u(E;) <
oo}. Entao S é denso em LP(u).

Alguma motivagio para a introdugdo da norma L*°: Sejam X um conjunto e f : X — C limitada. |f|, =
sup{|f(z)| : € X} define uma norma (chamada norma da convergéncia uniforme) no C-espago vetorial {f :
X — C|f limitada}, a qual é completa.

Gostarfamos de definir uma norma similar para fungoes mensurdveis num espago de medida, que independa da
classe de equivaléncia da fungdo mdédulo fungoes nulas quase sempre.

Sejam (X, M, i) espago de medida e f : X — C mensurdvel. A definigdo abaixo é motivada pela observagao
de que, se f limitada,

| flle =inf{C >0:Vz e X,|f(x)| < C}

DEFINIGAO 3. Sejam (X, M, 1) espaco de medida e f : X — C mensurdvel. Diz-se que C € [0, 00| é cota superior
essencial para f se p{x € X : |f(x)] > C} =0, ie. se |f| < C p-qs.

Il fllco = inf{C € [0, 0]|C é cota superior essencial para f} = inf{C € [0,00] : |f| < C p-q.s.}
chama-se supremo essencial de f.

Exercicio:
Com a notagao acima;:

1 L%(u) = L%(X, M,yp) ={f: X = C: | flloc <oc}éC-subespaco vetorial de CX e |||/ é uma seminorma
em L®(u).

2. Se f: X — C mensuravel, || f]loo ¢ uma cota superior essencial para f. Daf || f|lcoc =0 see f =0 u-q.s.

3. L>®(p) = L%(w)/{f : || fllco = 0} é completo com a normal induzida no quociente, ou seja, (L (u), || - ||oo)
é um espaco de Banach.

Exercicio:

Se0<p<g<r<oo, L4CLP+L"

SUGESTAO: Dada f € L9, tome A ={x € X :|f(x)] <1} e escreva f = fxa + fxac.

Exercicio:

Se0<p<g<r<oo LPNL" C L9 Além disso, tomando A € (0,1) tal que % = % + %, tem-se, para toda
f+X — C mensurdvel, || fllq < [[fIIHIIF]7

SUGESTAO: Basta verificar a desigualdade. Se r = 0o, o argumento é direto. Se 0 < p < ¢ < r < 00, escreva

% = p/% + ﬁ e aplique a desigualdade de Holder generalizada para o produto |f| = |f|* | f]* .



