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I) Medidas com Sinal. Fixemos um espaco mensuravel (X, M) até o final desta secdo.

DEFINIGAO 1 (medida com sinal). Uma medida com sinal ou carga em (X, M) é uma aplicacio v : M — R tal
que:

ms.i) Imv C (=00, 00] ou Imv C [—o0, 00).
ms.ii) v(@) =0.

ms.iii) Se (A, )nen =M, v(Unendy) = >0 ¥(A4,), com o significado de que, no segundo membro, a integral
com respeito & medida de contagem existe e é igual ao primeiro membro (ou, equivalentemente, uma das
séries > 7 v(A,)T, Y07 v(A,)T tem soma finita e v(UpenAn) = > oo v(An)T =307 v(A,)7).

OBSERVAGAO. Por uma questdo de clareza, doravante usaremos “medida positiva” para designar uma medida
M — [0, o0].

ExeEMPLO 1: 1. Se u™, = : M — [0, 00] forem medidas positivas, sendo ao menos uma delas finita, v = pu+ —pu~
é uma medida com sinal em (X, M).

2. Se p for uma medida positiva em M e f: X — R for pu-quase integravel, v : M — R dada por E [ fdué
uma medida com sinal em (X, M).

Veremos, mais adiante, que toda medida com sinal em (X, M) pode ser escrita em qualquer uma das formas
do exemplo acima.

PROPOSIGAO 1 (continuidade para cima e para baixo). Seja v medida com sinal em (X, M).

i) (continuidade para cima) Se (A, )nen < M crescente, v(Unpen) = limv(A4,,).

ii) (continuidade para baixo) Se (A;)nen < M decrescente e v(A;) finito, v(Npen) = limv(4,,).
Demonstragao. E 0 mesmo argumento usado na prova do enunciado correspondente para medidas positivas:

i) Tome (Vn € N)An = A\ UZ;%A;C. Entao (fln)neN <M e Upend,, = UpenAn, de modo que, por (ms.iii),

V(Unen4n) = ZnGN v(Ay,) = limy, 00 2221 v flk) = lim,, 00 ¥(A4,), pois (Vn)A, = UZZV‘I/@-
A

ii) Aplique a parte i) & sequéncia crescente (A; \ Ap)nen para concluir que v(A; \ NpenAy,) = limv(4; \ 4,).
Como v(Ay) é finito, (A1 \ NpenAn) = V(A1) — v(MpenAn) e limv(A; \ 4,) = v(41) —limwv(A,,), donde a
tese.

O

DEFINIGAO 2 (conjuntos positivos, negativos e nulos). Seja v uma medida com sinal em (X, M) e A € M. Diz-se
que A é:

i) positivo com respeito a v se VB € M tal que B C A, v(B) > 0.

i) negativo com respeito a v se VB € M tal que B C A, v(B) < 0.

iii) nulo com respeito a v se for positivo e negativo, i.e. se VB € M tal que B C A, v(B) = 0.
PROPOSIGAO 2. Seja v uma medida com sinal em (X, M).

1. Se A € M for positivo (respectivamente, negativo), todo subconjunto mensurdvel de A é positivo (resp.,
negativo).

2. Se (Ap)nen = M for uma sequéncia de positivos (resp., negativos), (Upen)Ay, é positivo (resp., negativo).

Demonstragao. A parte 1. é imediata. Provemos a parte 2., supondo (A,)nen < M sequéncia de positivos.

Tome (Vn € N)A, = A, \ UZ;%A;C. Entao (A, )nen <M e, para todo B C UpenA, mensuravel, v(B) =
Y onen V(BN A,) >0, pois (Vn)BN A, C A, é positivo. O



TEOREMA 1 (teorema de decomposigdo de Hahn). Seja v uma medida com sinal em (X, M). Entdo existem
P,N € M, P positivo e N negativo com respeito a v, tais que PUN = X e PN N = (). Além disso, esta
decomposigao é tinica no seguinte sentido: se P, N’ forem outros mensurdveis com a mesmas propriedades, entao
PAP’ ¢ NAN' sao nulos com respeito a v.

IpEIA:  SPG, suponha oo ¢ Imv (caso contrédrio faca o argumento com —v). Suponha que exista uma tal
decomposigao. Para todo P positivo, v(P) = v(PNP)+v(PNN) =v(PNP) < v(P). Isso nos motiva a procurar
P em {A C X|A positivo} com medida méxima.

Demonstragdo. Suponha, SPG, que co € Imv. Tome P = {P € M|P positivo}. Note que ) € P, logo P é ndo
vazio. Seja m = sup{v(P)|P € P} € [0,00]. Afirmo que m é um m&ximo; em particular, m < oo, pois co & Imv.
Com efeito, considere (Pp,)neny < P tal que v(P,) — m. Defina (Pn)nEN < M por (Vn)ﬁn = U}_, P;. Entao
(V@pn é positivo, pela proposicio 2. Ou seja, (P,)nen ¢ uma sequéncia crescente em P. E, como (Yn)m >

v(P,) = v(P,) +v(P,\ P,) > v(P,) (pois P, é positivo e P, = P,U(P, \ P,)), conclui-se que v(P,) — m. Pondo
P = UpenPy, P é positivo (pela proposicao 2) e, pela continuidade para cima, v(P) = limv(P,) = m, de modo
que m = v(P) < 0o é o maximo do conjunto {v(P)|P € P}, como afirmado.

Verifiquemos, agora, que N = X \ P é negativo com respeito a v. Precisamos mostrar que, para todo mensurével
A C N, v(A) < 0; suponha o contrério, i.e. 3A € M, A C N com v(A) > 0. Como A nao pode ser positivo
(pois, se fosse, P U A seria um positivo com medida m + v(A) > m, contrariando a maximalidade de m), existe
um mensurdvel B C A tal que v(B) < 0 (e v(B) finita, pois v(A4) = v(B) +v(A\ B) é finita), portanto v(A\ B) =
v(A) — v(B) é estritamente maior que v(A). Portanto, o conjunto {n € N|3A C A mensurdvel com v(A) >
v(A)+1/n} é ndo vazio; tome n; o menor elemento desse conjunto e A; C A mensurdvel com v(A41) > v(A)+1/n;.
Indutivamente, suponha definidos ni,...,ny € Ne A D A; D --- D Aji mensuraveis; reaplicando o argumento
acima com Ay no lugar de A, tomamos ny41 0 menor elemento do conjunto nao vazio de naturais {n € N |3/~1 -
Ay, mensurédvel com v(A) > v(Ag) + 1/n} e App1 C Ag mensurdvel com v(A 1) > v(Ag) + 1/npy1. Ficam
bem definidos, pois, uma sequéncia (ng)gen € uma sequéncia decrescente (Ag)gen de subconjuntos mensurdveis
de A tais que, pondo Ay = A, (Vk € N)v(Ay) > v(Ak—1) + 1/ng. Como v(A;) ¢ finito, a continuidade para
baixo de v implica v(NpenAy) = limv(4,,) = sup{r(A4,)|n € N} < co. Como (Vk)v(A) > v(Ak—1) + 1/np >

V(Ag—2) + 1/ng—1+ 1/ng > -+ > v(A) + Zle n%-v conclui-se que a k-ésima soma parcial da série > ,- i é
limitada por v(Ay) — v(A) < v(NpenAn) — V(A4) < co. Ou seja, a referida série é convergente, portanto nik — 0.
Finalmente, podemos escolher N € N e um mensuravel B C N,enA,, tais que v(B) > v(NpenA4n) +1/N. E, como
ny — 0o, existe k € N tal que N < ny; portanto, B C Ay e v(B) > v(NnenAn) +1/N > v(Ay) 4+ & , contrariando
a minimalidade de n;. Chegamos, pois, a uma contradi¢ao, como consequéncia da suposicao da existéncia de
Ae M, AC N com v(A) > 0. Portanto, N = X \ P é negativo, como afirmado.

A unicidade da decomposi¢ao, no sentido enunciado, decorre do fato de que, se P’ € M positivo e N’ € M
negativo forem tais que PPUN’ = X e P’N N’ = (), entao P\ P’ é positivo, por ser subconjunto de P, e negativo,
por ser subconjunto de (P')¢ = N’ portanto é nulo; analogamente, P’ \ P é nulo, donde PAP’ é nulo. Por

argumento andlogo, NAN’ é nulo. O

DEFINIGAO 3. Com a notagao do teorema acima, o par (P, N) chama-se uma decomposi¢io de Hahn para v.



