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I) Integragdo em Coordenadas Polares.

I.1) Revisdo sobre o pushforward de medidas.
DEFINIGAO 1. Sejam, (X, M), (Y, N) espagos de medida, f : X — Y mensurdvel e u : M — [0, oo] medida.
fert : N — [0, 00]
B u(fE)
Entao f.p é uma medida; chama-se pushforward de p por f.

e Observagao: O push-forward é “funtorial”:

1. Se (X, M) SN (V,N) 2= (Z,0) e u: M — [0, 00] medida. Entao

mens mens

(g0 f)ett = gu(fupr)

(pois, VE C Z, (go f)"H(E) = fH g E)).

2. Se f =id: (X, M), fuop = p.
Em particular, decorre de 1) e 2) que, se (X, M) ER (Y, N) for isomorfismo mensurdvel e i, v medidas
em Me N, entdo fup=v < p=(f1).v.

e Notagio: Sejam (X, M, 1) espaco de medida e f € L*(X). J4 sabemos que

M — [0, 00]

EH/Efd,u

é uma medida. Denoté-la-emos por fdu. Assim, se f =1, du é a prépria pu.

PROPOSIGAO 1 (questao 2 da lista 8). Sejam (X, M) 2, (Y,N) mensurdvel e p : M — [0,00] medida. Para
f:Y — K mensurédvel, tem-se:

(i) Se />0,
/fd(¢>*u) © /f0¢>du

(ii) f € LY (¢.p) see fop € L (u) e, caso afirmativo, vale a igualdade (x).

e Prova:

1. (i) vale se f = xg, E € N, pois:

[ xedté = 6.(E) = o (B) = [ xoin o
——
XE© ¢
2. De 1) e da aditividade da integral, (*) também vale para f simples positiva.
3. De 2) e do TCM, (*) também vale para f € L* (Y, N); isso prova (i).
4. (ii) decorre de (i) aplicado, dada f : Y — C mensuravel, a (Ref)* e (Imf)*.



- . . ab .
OBSERVAGAO. (O TEOREMA DE MUDANGA DE VARIAVEIS, BIS) Seja ¢ : 2 C R™ — R™ difeomosfismo C* sobre
#(Q2). Para E C Q Lebesgue-mensurével, pelo teorema de mudanca de varidveis, ¢(F) é Lebesgue-mensuravel e

m(6(E)) = [ |det Dow)|dm()
E
Assim, VF C ¢(Q) mensurével, usando ¢~! no ludar de ¢
(¢em)(F) =m(¢~"(F)) = [ |det D¢~ (x)|dm(x)
Noutras palavras, tomando

(2, Lla,m) 2 (3(9), L]y

tem-se | ¢,m = | det D¢~ |dm ‘

ab
e Exercicio: (para quem ji fez EDO) Seja X : Q C R™ — R” de classe C? e tal que div X = 0. Se (¢ )ser for
o grupo local a 1-pardmetro induzido por X, entéo (¢¢).m = m.

I.2) Coordenadas Polares
e Notagio: B"={z eR":|z|<1}eS" ! ={z eR":|z|=1}.
e Tome

¢ R™{0} — (0,00) x §"7*

X
T |x|am

¢~ (0,00) x S"7F — R™\{0}
(r,a"y—r-a

Entdo ¢ e ¢! sdo continuas, i.e. ¢ é um homeomorfismo. Dai,

n @ n—
(R \{O}, BRn\{O}) — ((0, OO) x S 1, B(O’OO)XSW,—l = 8(0700) X BSn—l)
¢ um isomorfismo mensuravel.

e Objetivo: Para m medida de Lebesgue Bgn\ (o} — [0, 00], quero escrever ¢,m como um produto v x o, com
v:B,00) = [0,00] € 0 : Bgn—1 — [0, 00] medidas borelianas.

e Suponha que existam v e ¢ como acima. Tem-se:

1. Va > 0,

(6.m)((0,a] x S*™1) = m(B,[0]) ‘2 a"m(B") = v((0,a))o (5" 1)

=m(¢~'((0,a] x S"71))
= B,[0]\{0}
A igualdade (A) decorre do fato de que, tomando A, : R — R a homotetia de razao a, i.e. dada por
x — ax, tem-se B,[0] = Ao (B"™), logo m(A.(B™)) = | det Ay|m(B™) = |a™|m(B™) = a™m(B").
2. De 1. decorre que, se 0 < a < b < 00,
(«m)((0,0] x S"~' — (0,a] x S™™ 1) = p.m((a,b] x S") = v((a,b])o(S™)
_ (bn o an)m(Bn)
—_— ————
>0e <@

Dai, v((a,b]) e ¢(S™"1) sdo ambos > 0 e < 0o, e

_ no_ " m(Bn) — 7’”71 mlr nm(B”)
dath = @ —ar) gy = [ et TS

b
/ nr" tdr
a



Imponhamos a condigao adicional de que o satisfaga o(S"~1) = n-m(B") (com esta escolha, a medida
o que obteremos coincidird com a medida de Lebesgue da variedade riemanniana S"~1!). Daf, V 0 <
a < b < oo, as medidas v e 7"~ dm(r) coincidem no h-intervalo (a, b].

— Exercicio: Use a unicidade dada pelo teorema de extensdo de Carathéodory e um argumento
conveniente para concluir que a condicdo acima implica que v = 7"~ tdm(r).

3. Por outro lado, dado E € Bgn-1, defina:
E=¢H0,1]xE)={r-2l0<r<1,2 € E}.

Tem-se:

um((0,1] % B) = v x 0((0,1] x E) = 1(0,1] o(E) = ZE).
—_— —— n

m(E) =1/n

Conclusdo: o(E) =n-m(E). Isso demonstra a “unicidade” enunciada no teorema abaixo.

TEOREMA 1. Seja ¢ : R*\{0} — (0,00) x S"! como acima. Entdo existem, e sdo tnicas, medidas borelianas
v B(g,oo) = [0,00] € 0 : Bgn-1 — [0,00] tais que ¢pym =v x o e o(S"1) =n-m(B"). A saber: v =r""tdm(r) e

o:FE € Bgn-1—=n-m(E).
e Prova:

(i) Unicidade: decorre do exposto acima.
(i) Existéncia: Definimos v = r"~1dr e o : Bgn—1 — [0, 00] por E — n - m(E). Verifiquemos que v e o sao
medidas e satisfazem o enunciado.
ii.1) * v é medida: tome f : (0,00) — R dada por 7 + "1 a qual é mensuravel e positiva; entdo
v = fdm é uma medida (decorre do teorema da convergéncia monétona - vide questao 14 da
lista 7).

* ¢ é medida: A
(a) o(@) =n-m(@) =n-m(d) =0.
(b) Se (Ep)pn < Bgn-1, (Ep)p < Bgn, donde

. (UEn) —n-m (@) —n-m (UnEn> —n- S m(E,) = zn:a(En).

n

i.2) o(S"1) = n-m(SP1) = n-m(B"\{0}) = n - m(B").
ii.3) Resta verificar que ¢,m = v X o:
(a) Ya > 0, VE € Bgn_1:

b.m((0,a] x E) =m(¢~1((0,a] x E)) = a"m(E) = - n-m(E) = o(E)
N—— n n
=\ E
(b) Daf, se 0 < a < b < oco:
b — g™

p«m((a,b] x E) = o(E)=v((a,b))o(E) =v x o((a,b] x E)

——
= / " tdr
(a,t]

Conclusao: ¢.m e v X o coincidem em {(a,b] x E:0<a<b< oo, E € Bgn-1}.
* Exercicio: Use o roteiro abaixo para concluir que isso implica ¢,m = v X 0.
1. Seja S C P((0,00) x S"~!) dado por S = {((a,b] "R) x E|0 < a < b < 00, E € Bga-1}. Entdo
S é uma semidlgebra e decorre da conclusao anterior que ¢,m e v X ¢ coincidem em S, logo
coincidem na algebra A(S) gerada por S.

2. Decorre de 1., do fato de que v x o é o-finita em A(S) e da unicidade dada pelo teorema de
extensao de Carathéodory, que ¢.m e v X o coincidem em U(A(S)) = B(0,00) ® Bgn-1.

CoROLARIO 1. Com a notacao do teorema acima:



a) (¢71)u(v x o) =m

b) Se f:R™ — K boreliana com f >0 ou f € L'(m), entéo:

/fdm = /000 /Snil w r" o (" dm(r) =
= fo¢  (ra')

_ /5 /OOO Flra') e dm(r) do(2').
=dv(r)

e Prova:

a) Decorre da funtorialidade do pushforward, do fato de que ¢ é isomorfismo mensurdvel e ¢, m = v X o.
b)

/fdm B /R\{o} fm = R\ {0} Jallg™ Nty x o] " /

(0,00) x Sm—1

footd(v x o)

e a tese segue do teorema de Fubini-Tonelli.

CoRrOLARIO 2. Com a notagao do teorema, sejam g : [0,00) — [0,00] boreliana e f : R® — [0,00] dada por
f(x) = g([[«])). Entao:

fdm = o(S" 1) /OO g(r)r™dr.
R™ 0

e Prova: f é boreliana (pois é composta de borelianas) positiva e:

/fdm cortt) /OOO [/S f(ra') r"‘lda(x')}dr = a(sn—l)/ooo g(r)rdr.

=g(r)
e Exemplos:

1. Sejam R > 0, B = Br(0) = {x € R™: |z| < R}. Dado a € R, queremos discutir a integrabilidade de
F: R™\{0} — R
x — |z

em B e em B¢ Tem-se, pelo coroldrio (2):

(i)
/ 2|~ dm(z) = / x5 (@) |2~ dm(z)
o =f(x)

(;) U(Snil)/X(O,R) (T)Tia ~Tn71d7’

=o(S" 1) / =@ D dm(r) < oo pela obgadiante \ _nt1l<le [a <n]
0
(¥): corolario (2), com g(r) = x(o,r)(r)r ™.

* Observagao: Céleulo de [ o) r= @t D dm(r):
Para 0 < 0 < R:

[0

rfaJrl R
—_—— R 1 se a#£ 1
/ pm(a—n+ 1)dm(r) = / rredr 29l T j.; §
(5.5] 3 Inr sea=1
int. Riemann 5

Ou seja, fX[(S,R] (r)r~*dm(r) é dada pela chave acima. Tomando &, ~\ 0, Xs,,r](r)r®

p-
/(
X(0,5] (r)r~* e, pelo TCM:
o0 sea>1
/ r~%dm(r) = / r=%dm(r) = R-otl
(0,R) (0,R) o <oo sea<l



/ |$\_“dm(x) analog:amente O_(Sn_l)/ r_(a_"+1)dm(r) < 00 & .
Be R

2. Dado a > 0, calculemos:

/ e*‘zl"’”ﬁdm(x) =I,.

Note que, pelo corolario (2), com g(r) = .e“”z7 tem-se

2.1) Paran =2:

[e9)
I, = a(Sh) / e~ rdm(r).
S~—~— 0
=2-m(B?)
=27
Dado b > 0:
b b
1 1
/ e “T2rdm( )= / e~ rdr TEC — —emar| = f—[e*ab2
[O,b] 0 20, 0 2a

int. Riemann

p.
Tomando b = n, Xo,n] (r)e"”27ﬂ A X[OW)(r)e*‘”Qr donde, pelo TCM:

1
/ e*‘”grdm(r) = lim e*“ﬁrdm(r) =—.
[0,00) =% Jjo,n) 2a
1 2
— __~ [p—an 1
5 ]
Conclusao: )
T
I =2r— =",
2 7T2a a
2.2) Note que, se x = (1, ,Zpn),

2 242 2
e—a\x| :e—a(£1+ +zi) :He azy

Portanto, pelo teorema de Tonelli,

/ efa‘z‘zdm(:c) = H / efar?dm(xj) =1I7.
n j=1 R
= Il

Em particular,

T_pn=nr
a

()"

I, = (f)”p.
a

3. Recorde:



Na igualdade (1), tome a = 1, de modo que
2 = U(S"_l)/ e_rzrn_ldm(r). (2)
0

Dado b > 0, calculemos:

b

/ 67T2r”*1dm(r):/ e dr
[0,0] 0

—_———
int. Riemann

Tome
g:[0,0*] = R
5+ /5

do modo que g € C!, g(0) = 0, g(b?®) = b. Pelo teorema de mudanca de varidveis na integral de
Riemann:

b b
/ el = / e 9 g(s)" g/ (s)ds =
0 0

b2 1
= / e ss(n=1/2 ds =
0

251/2

1Y 1
= 7/ e s s = 2 /0,b2]e_ss"/2_1dm(s).
2 )y 2 ),

Tomando b = n e aplicando-se o TCM:

2 1 1 n
e " " dm(r) = f/ e *s" 2 Vdm(s) = =T' (= ).
/[o,oo) =3 [0,00) #)=3 (2)

Portanto, da igualdade (2), obtém-se:

271'"/2
o(s" ) =
e
Dal,
" o(snt 27"/2 /2 /2
n n (2) —F(—) (2 + )




