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Notas da Aula 12 (20/4)
I) Medida Produto (continuag3o)
PROPOSIGAO 1. Sejam (X, M, u) e (Y, N, v) espagos de medida o-finitos. Dado F € M @ N:

1. as aplicagdes X — [0,00] e Y — [0, 00] definidas, respectivamente, por z — v(E;) e x — u(EY), sdo ambas
mensuraveis.

2 [ v(B,)du(z) = x v(E) = [ u(EY)du(y).

e Prova da proposigao:

(i) Suponha p e v finitos. Seja C = {E € M @ N| 1. e 2. valem para F}. - C = M ® N. Basta mostrar:
1. A=A(R) CC.
2. C é uma classe monotona.

Dai: C O C(A) Lema da claése mondétona U(A) _ M ®N e entdo C = M ®N

Tem-se:
(a) Se E=AxBeR (ie. Ac Me BeN),

B sexeA

Vere X, B, = {
0 c.c.

S v(Ey) = xa(x)v(B) . x — v(E,) é mensurdvel. Analogamente, y — p(EY) é mensurdvel. Além
disso,

[ rEdu() = [ xa@v(B)duta) =(B) [ xadn = u(Aw(B) = (ux )4 x B) = (u x )(E)
——
=n(A)
Analogamente,
[ uEnavty) = (e v)(E)

(b) Se E=U;_ E;com E; € Rparal <i<n: (Vo € X) E, =U;_(E))y .. v(Ey) = Y i v((Ei)z)
. 1. vale para x — v(E,). Além disso:

|

(39

.. 2. vale para f v(E,)du. Para as segdes “y” o argumento é andlogo. Entao A C C.
(¢) Afirmo que C é classe monétona. E claro que C # 0, pois A C C.
(c.1) Seja (Epn)nen < C crescente. H E = U, FE, € C. Com efeito:
o Vi € X: (UpEp)n = Un(En)s €, pela continuidade para cima de v, segue v(FE,) = limv((E,,),)
é M-mensuravel.
e Como z — v((E,),) cresce pontualmente para x +— v(E,), pelo TCM

t/wwmnwm> M, (B, ()

=puxv(E,) &)ux v(E)

onde (x) vale pela continuidade para cima para p X v. Portanto, pela unicidade do limite,
segue:

[ vEdute) = v(E)



(AP

O mesmo argumento se aplica para as se¢oes “z” e conclui-se que F = Upen By, € C.
(c.2) Seja (Fn)nen < C decrescente. - E = NyuenE, € C. Com efeito:
o Vz € X: (MhenEn)z = Muen(En). €, como v é finita, segue, pela continuidade para baixo
de v, que v(E;) = limv((E,),) dai z — v(E;) é M-mensurdvel. Note que, Vz € X,
VneN, v((E,)) <v(Y) < oo, .. v(Y)xx é uma funcao integravel que domina a sequéncia
x— v((En)z) e, pelo TCD:

/ W(B)e)dule) T / V(Ey)du(z)

=puxv(E,) ﬂ>;L>< v(E)

onde (xx) vale pela continuidade para baixo de u x v. Logo, pela unicidade do limite, segue:

[vEdute) = o x viE)

O mesmo vale para as se¢oes “y”, ... F satisfaz 1. e 2., i.e. E € C. Dai C é classe mondtona,
como afirmado. Entao M ®N C , 0 que prova a tese no caso p e v finitas.
(ii) Caso geral, i.e. p e v o-finitas. Posso tomar (A, X B, )nen < R crescente tal que (Vn) uxv(A, x By,) =
w(A)v(B,) < 00 e UpenAyn X B, = X x Y. Para cadan € N, o caso (i) se aplica para a medida finita
(1 x v)i(A, x B,), a qual coincide com a medida produto das medidas finitas uiA4, e viB,, conforme
o ultimo item do exercicio abaixo:

Exercicio:
Recorde a questao 10 da lista 2 (se¢do 1.3): dados (X, M, i) espago de medida e E € M, u E: M —

[0,00] dada por A — p(AN E) é uma medida. Além disso:

a) Se f €L ou felu), [fd(usE)= [, fdu
b) u = puiE + paE°. Portanto, conforme visto na questdo 1 da lista 8, L1(u) = LY (uaFE) N LY (uaE°).

¢) Se (Y,N,v) for outro espago de medida, A € M e B € N o-finitos, entdao (usA) x (vuB) =
(uxv)i(Ax B).

Portanto, pela parte (i), (VE € M@ N,Vn € N)z € X — v.B, (E;) é mensurdvel e:

/Z/JB,L(Ex) d(/.tJAn)(I) = /.LJAn X V_an(E) =
=uxv(ENA, xB,).

(1)

Como (By,), < N é crescente e sua uniao é Y, segue-se que, (Vo € X)v.B,(E;) = v(E,NB,) /S v(E,),
usando a continuidade para cima da medida v. Daf z — v(E,) é mensurdvel (pois é o limite pontual
de uma sequéncia de fungoes mensuraveis). E, como

(Ve € X)xa, (2)vaBu(Es) A v(Ey)

conclui-se pelo TCM que [viB,(E;)d(paAn)(z) = [ xa, (2)vaB,(E, — [u( . Por-
tanto, por (1), este deve ser o limite de p X V(E O A, X By), o qual, usando a contlnuldade para cima
da medida p x v, também deve ser igual a pu x v(E). Por unicidade do limite, conclui-se, finalmente,

Jv(Ey) du(w) = px v(E).
O mesmo vale para as segoes “y”, dai a tese.

TEOREMA 1 (Tonelli). Sejam (X, M, u) e (Y,N,v) espacos de medida o-finitos e f : X x Y — [0,00] M ®@ N-
mensurdvel, f > 0. Entao (1) as aplicagoes X — [0,00] e Y — [0, 00] dadas, respectivamente, por = — [ f,dv e
y — [ fYdp sdo ambas mensurdveis (e > 0) e

o e[ - [ ra

(i) Se f =xg,com E€ M®N, (1) e (2) j4 foram provados na proposigao anterior.

e Prova:



(ii) Segue de (i) que (1) e (2) também valem se f for simples > 0; com efeito, se f = Y | a;x, (repre-
sentagao padrao), tem-se, Vo € X:

fo=Y ailxn)x
i=1

/f;cdl/ = Zzj;ai/(XE,-,)ach

daf  — [ f,dv é mensurdvel e

/ U fxd”] d“; / U (X%d"] di = [ rdux),

i)

o /ind(M xv) = pxv(E;)

[199%2)

e argumento andlogo se aplica para segoes “y”.

P
(iii) Dada f € LT (M ® N), tome (¢ )nen sequéncia crescente de fungoes simples > 0 tal que ¢, 7 f.
p
Entao, Vo € X, (¢n)z 7 fz €, pelo TCM,

/ (bn)edv /' / fudv

Daf z — [ fydv é M-mensurével (pois é o limite pontual de uma sequéncia de M-mensurdveis) e,

novamente pelo TCM:
[ [@na]anms [ [ ] a
D [ ontux )™ [ patuxv)

Por unicidade do limite, segue

[ st = [ [ s miviinta)

W, 0

e argumento andlogo para as segoes “y”.
TEOREMA 2 (Fubini). Sejam (X, M, u) e (Y,N,v) o-finitos.
(a) Se f: X xY — R for p x v-quase integravel, entdo:

(1) e Para p-q.t. z € X, f, é quase-integrével e x — [ fpdv é uma funcao mensurdvel (definida quase
sempre) e quase-integravel.
e Parav-q.t. y €Y, f¥ é quase-integravel e y — [ fYdp é uma fungao mensurdvel e quase-integrével.

[ £etv| au= [ ratscr= [| [ rau v

b) Dada f € £'(u x v), entdo valem (1) e (2) acima substituindo-se “quase-integravel” por “integrivel”.
K g g

(2)

e Prova:

(i) Basta provar (a). Por hipdtese, f: X x Y — R é quase-integrdvel; digamos, [ fTd(u x v) < .
(i) Note que, Vz € X, (fz)" = (fT),; omitiremos, pois, os parénteses da notagao e escreveremos f,f.

(iii) Pelo teorema de Tonelli aplicado a f* e f~, tem-se:

é mensuravel e



(iv) Como [ frd(p x v) < oo tem-se

f[f o]

daf 3N € M com pu(N¢) =0e (Vz € N) [ fifdv < co. Entao, Vo € N, f, é quase-integravel e

[ tetv= [ grav [ oav

N>R

T AV
e

é mensuravel, i.e. x — f fzdv é mensuravel no sentido estendido. Note que

(/f$dy)+: O/fwduz/f;du—/f;dyg/f;'du se /fwdyzo

e dai

C.C.

Dai, Vo € N, ([ fodv)t < [ fFdv e, como x — [ fiFdv é integravel, segue que z — ([ fpdv)™ ¢é
integravel e daf z — [ fydv é quase-integravel e

//\f;du dﬂz/{/f:du—/f;du}duz/[/fjdu]du—/{/fm—dy]duz/fd(ﬂxy)

Sl :/f+d(u><u) :/f*d(uXV)

Para segbes “y” o argumento é analogo.

e Observagao: Os dois teoremas acima sao, em geral, aplicados “in tandem”. Tipicamente, dada f : X xY — K
M @ N-mensurével, queremos calcular [ f via integrais interadas. A estratégia é:
(i) Calcule [ |f| por Tonelli.

(ii) Se [|f| < oo, aplica-se Fubini para calcular [ f, calculando-se integrais iteradas.

TEOREMA 3. (Fubini para medidas completas) Sejam (X, M, ) e (Y, N, v) espagos de medida o-finitos e comple-
tos, e (X x Y, M @ N, A) o completamento de (X x Y, M@ N, u x v). Dada f M ® N-mensurdvel e a) f > 0 ou
b) f € LY(N), tem-se:

(1) Para p-q.t. = € X, f, é N-mensurdvel (> 0 com a), € £!(v) com b)), a funcio definida q.s. = — [ fydv é
mensuravel (> 0 com a) e € L1 (u) com b)) e:

[l f

[199%)

Enunciado analogo para segoes “y”.

OBSERVAGAO. O teorema acima se aplica, em particular, para o completamento de (R™ = [[} R, ®7L, [} m),
onde L é a og-dlgebra de Lebesgue em R e m a medida de Lebesgue em £. Como veremos na préxima segao, tal
completamento é o espaco de medida de Lebesgue (R™, L™, m").



