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I) Medida Produto Sejam (X, M,pu) e (Y,N,v) espacos de medida. Queremos definir uma medida em
(X x Y, M ®N) induzida por u e v de forma natural.

DEFINIGAO 1. Seja R = {A x B|A € M e B € N'}. Os elementos de R chama-se retangulos mensurdveis.

ProOPOSIGAO 1. Com a notagéo acima, R é uma semi-dlgebra. Com efeito:

e Se AxBeReA xB eR,

(AxB)N(A'xB)Y=(AnA)x(BNB)eR
—_— Y
eEM eN

e X XY eR
e Dado AXx BeWR,

(Ax B)*=(A°xY)U(X x B) = (A° x Y)U(A x B°)

COROLARIO 1. A dlgebra A = A(R) gerada por R é dada por:

A= {U7A; x Bi|(A; x Bi)i1<i<n <R}

e Note que o(A) = M N (pois 0(R) C o(A) C M RN =0c(R)).
DEFINIGAO 2.
7o+ A = [0, 00)
E = U;Ai X Bi > pu(Ai)v(By)
i=1

PROPOSIGAO 2. Com a notagao acima, my estd bem definida e é uma medida em A.

LEMA 1. Seja AxBeTRe (Az X Bi)iEN ~< R tal que AxB= UiENAi x B;. Entao /,L(A)Z/(B) = EiEN /J(A,L)V(BJ

e Para verificar que my estd bem definida:
_ " . R o / !/
E= Ui:lA" x B; = Uj:lAJ‘ x B}
Entao:
(Vi)A; x Bi = (A; x B;))NE = szl(Ai NA}) x (B; N B})

Portanto, pelo lema u(A;)v(B;) = Y°7%, n(A;NA})v(B;N B}), donde Y37, pu(Ai)v(By) = 3200, D000, p(Ain
A%)v(B; N Bj) e o mesmo vale para » .~ A’ x B
e Prova do lema: Note que
XAxB = Z XA; xB;
— iEN — o
= XA XB = XA; * XB;

ie.Vee X, VyeY:

Xa(@) - x5y) =Y xa () x5 (y)

€N



Fixe y € Y e olhe para os dois membros como fun¢ées mensuraveis positivas de z. Tem-se:

[ @) xadn) = [ 3" v @) xn wduto)

€N

TCMZ/XA x)x B, (y)du(z)

1€N
= xB; (y)u(4i)

Assim, Vy € Y

w(A) - xBW) =Y x5, (Y) - n(A)

1€N

Dai:

[ i) = [ 3 i)

€N
— (4] - (B)

TCM Z/XB dv(y)

€N
= u(4i) - v(B;)

e Prova da proposicao: exercicio, usando o lema.

e Como 7y é uma medida em A, segue do teorema de extensdo de Carathéodory que

1. A restricdo da medida exterior 7* induzida por mp a M ® N = o(A) é uma medida que extende 7.
Definigao: Tal medida chama-se medida produto e denota-se por p @ v =p xv: M QN — [0, 00].

2. A restricdo de 7 a o(7*) D M ® N é medida, a qual denotaremos por u X v. Note que (X x
Y,o(m*), p X v) é o saturamento do completamento de (X X Y, M @ N, u x v).

3. Se (X, M, u) e (Y,N,v) forem o-finitos, 7y também o é. Com efeito, tome:
(a) (AZ)ZEN ~< M com (VZ) ,U,(AZ) <ooe UiENAi = X.
(b) (Bj)jen =N com (Vj) p(B;j) < 00 e UjenB;j =Y.
Entéo, (Al X Bj)i,jEN <A é tal que (vz,j) 7'&'0(141' X Bj) = ,u(Ai)V(Bj) < oo e Ui,jeNAi X Bj =XxY.
Nesse caso, pela unicidade dada pelo teorema de extensao de Carathéodory, p x v é a tnica extensao

de 7y a uma medida em M ® N (.. é a tinica medida em M ® N que, em todo retdngulo mensurdvel
A X B € R, édada por u(A)v(B)). Além disso, u X v é o completamento de p X v.

e Observagoes:

1. A mesma contrugdo pode ser feita para uma sequéncia finita {(X;, M,, ,uz)}1<7,< de espagos men-

surdveis, obtendo-se uma medida [ ;p; = 1 X+ X pp + My @ -+ @ M,, — [0,00] tal que
[Ty (A o x Ap) =TI pa(Ad) se (Ap x - - x Ay) €M1®"'®Mn-

2. Valem as relacées de associatividade esperadas. Por exemplo, se {(X;, M;, pi) b1<i<s, as bijegoes:

X1 X X2 X X3 — (Xl X X2) X X3 —E—) X1 X (XQ X Xg)
(z1,72,73) = ((r1,22),73) — (z1, (22, 73))

induzem isomorfismos mensurdveis

(X1 X X2 X Xg,Ml ®M2 ®M3) = ((Xl X XZ) X X3> (Ml ®M2) ®Md)
= (Xl X (X2 X X3),M1 X (M2 ®M3))

e, com essas identificagoes:
pa X pg X pz = (1 X pi2) X p3 = p1 X (2 X p3)

e Préximo objetivo: Dados (X, M, u) e (Y,N,v) espagos de medida, queremos investigar integrabilidade e
calcular integrais em (X X Y, M @ N, u x v) através de integrais iteradas.

e Fixemos, até o final desta secao, (X, M, ) e (Y, N,v) espacos de medida.



e Notacao:
l.PraEC X xYezxzeX,ycY
E,={yeY|(z,y) e E} CY
EY={ze X|(z,y) e E} C X
2. Para f: X xY =>K zeX,yeY

fo=f(z,):Y =K
fr=fy): X —>K

PROPOSIGAO 3. Com a notagdo acima:
(a) Se FEMIN:Vee X, E,eNeVyeY, EY € M.

(b) Se f: (XxY, M®N) — K é mensurdvel: Vo € X, f, : (Y,N) - KémensurdveleVy € Y, f¥ : (X, M) - K
¢ mensurével.

e Prova:

(a) 1.SeE=AxBeR:

[0 sexg¢ A
EI_{B sex €A eN

Analogamente

0 seyé¢B
y _
E_{A sey € B eM

2. SejaC={ECXxYNzeXVyeY E, e Ne EY € M}. J4 vimos que R C C. - C é o-dlgebra
(daf M@ N =(R) C C e daf a tese). Com efeito:
(i) C#0 (pois 0 #R C C)
(i) Seja E € C. + E° € C. De fato, (Vo € X) (E¢), = (F,)¢ € N (poisy € (E°), & (z,y) € E° &
(r,y) ¢ Ecy¢ E, oyec(Ey))e(VyeY) (E)Y = (EY)°eM .. E°eC.
(iii) Seja (Ep)neny <C. F UpenE, € C. Ora, Vo € X:

(UE”): U B e N

neN neN

(pois y € (UnenEn)z & (z,y) € UpnE, & IneNl|(z,y) € B, &y € Up(Epn)s)
Analogamente, Vy € Y:

(U En>y =JEn)r e M

neN n
S UnEy, €C L C é o-dlgebra.
(b) E coroldrio de (a), pois, VB C K aberto,

por (a)

(Vo€ X)(fo)'(B)=[fT'(B)l. €

(pois y € (fa) " (B) & fa(y) € B & f(z,y) € B & (x,y) € f7H(B) & y € [f 1(X)]z) e argumento
analogo para fY.

DEFINIGAO 3 (classe mondtona). Sejam X conjunto, C C P(X). C diz-se uma classe mondtona se C # 0 e:
(i) (Fn)nen C C crescente = UpenEp, € C

(ii) (Ep)nen < C decrescente = NyenEy € C

e Exemplo: Toda o-dlgebra é uma classe mondtona.



PROPOSIGAO 4. A interseccao de uma familia (Cy)aeca de classes mondtonas em X é uma classe mondtona se for
nao-vazia.

DEFINICAO 4. Dado E C 2%, a classe monétona gerada por E é a intersecio da familia de todas as classes
monétonas C C P(X) tal que E C C. Notagao: C(FE).

LEMA 2 (Lema da Classe Moné6tona). Sejam X um conjunto e .4 uma dlgebra em P(X). Entao o(A) = C(A).

e Prova: E claro que C(A) C o(A). Para verificar a outra inclusio, basta mostrar que C(A) é uma o-algebra.
Com efeito, para cada E € C = C(A), defina C(F) = {F € C|[E\F € C,F\E € C e FNE € C}. Note que,
dados E,F €C, F € C(E) & E € C(F) (por simetria na definicao de C(FE)).

— Afirmagao: VE € C, C(FE) = C. Nesse caso, VE,F € C, E\F €Ce ENF €. Dai, como X € A CC,
C é fechada por complementagao e interseccao finita. Ou seja, C é uma algebra e é fechada por uniao
enumeravel crescente .-, C é g-algebra.

— Prova da afirmagao:

1. VE € C, C(F) é uma classe monétona. Com efeito:
(i) C(E) #0 (pois E € C(E))
(ii) Se (Fp)n < C(E) crescente, tem-se:

(ii.1)
(Lnj Fn> \E = LTLJ(FZEE) ec
(ii.2)
‘E\ Fn | = (E\F%)EEC
(Ur)-new
(ii.3)

EN (UFn> =|JEnF)ecC

neN cc

(iii) Se (Fy)nen < C(E) decrescente, tem-se:
(iii.1)

<O Fn> \E = O(F,;EE) ecC

(iii.2)

E\ <ﬂ Fn> =J(E\F)€cC

neN cc

(iii.3)

EnN (ﬂFn> =((ENF,)ecC

neN cc

. C(E) é uma classe monétona, como afirmamos.
2. Dado FE € A, tem-se:

(i) AC C(E),ie. VF € A, F € C(E). Entdo C = C(A) C C(E) (pois C(F) é classe mondtona,
por 1.). Dai, C = C(E).
3. Dado F' € C, afirmo que A C C(F). Com efeito, VE € A, por 2. F € C(E) & E € C(F), ie.
ACC(F). Dai, C=C(A) C C(F) ...C=C(F).



