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Lista 17

1 Secao 6.2

17-) Com a notacao do teorema 6.14, se p é semi-finita, ¢ < oo e M,(g) < oo, entdo, para todo € > 0, o
conjunto {|g| > €} tem medida finita. Conclua que Sy = {z € X : g(x) # 0} é o-finito.

18-) A reflexividade de L? segue da teoria de espacos de Hilbert. Tal fato pode ser usado para demonstrar
o teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym através do seguinte argumento, devido a von Neumann. Sejam
u, v medidas positivas finitas em (X, M) (o caso o-finito é consequéncia do caso em que a medida é
finita, pelo mesmo argumento usado anteriormente), e seja A = p + v.

(a) O funcional f — [ fdv ¢ linear continuo em L2()\). Portanto, o teorema de representacio de
Riesz garante a existéncia de g € L?(\) tal que (Vf € L%(\)) [ fdv = [ fgd\. Equivalentemente,
(VfeL*(V) [ fl—-g)dv = [ fgdpu.

(b) 0 < g <1 Aq.s., de modo que podemos assumir 0 < g < 1 em toda parte.

(c¢) Sejam A ={z:g(x) <1} e B={z:g(xr) =1}. Defina v,(F) =v(ANE)evs(F)=v(BNE).
Entdo vs L p e v, < p; de fato, dv, = g(1 — g) " xadpu.

20-) Sejam (X, M, pu) espago de medida, 1 < p < oo, f € LP(u) e (fu)nen < LP(u). Mostre que, se
sup,enl|fullp < 00 e fn — f p-q.s., entdo (fy)n converge para f fracamente (i.e. se ¢ for o conjugado de

p, para toda g € L, [ fug — [ fg).
SUGESTAO: Dados g € L9 e € > 0: (i) existe § > 0 tal que YE € M tal que u(E) < 9, [p]g]? < € (ii)

existe A € M tal que u(A) < oo e fX\A]g\q < ¢; (iii) tomando ¢ como em (i) e A como em (ii), existe
B e M tal que BC A, u(A\ B) < e f, — f uniformemente em B.

2 Exercicios Complementares

Questao 1-) (desigualdade de Chebyshev) Sejam, (X, M, i) espago de medida, 0 < p < cce f € LP(u).
Entao, para todo a > 0,

nw({f| = a}) < (’fa‘p)p'

Questao 2-) (teorema 6.18) Sejam (X, M, u), (Y,N,v) espagos de medida o-finitos e K : X x Y — C
M ® N-mensurdvel. Suponha que exista C' > 0 tal que [|K(z,y)| du(z) < C para qt.y € Y e
J1K(z,y)| dv(y) < C para q.t. x € X. Entao, para 1 < p < o e para toda f € LP(v), a integral

Tf(z) = / K(2,9) () dv(y)

converge absolutamente para ¢.t. € X. Além disso, a fun¢ao T'f, definida p-q.s., pertence a LP(u) e
ITfllp < Clifllp-



Questao 3-) (teorema 6.19 - forma integral da desigualdade de Minkowski) Sejam (X, M, p), (Y,N,v)
espacos de medida o-finitos e f uma fungao M ® N-mensurdvel em X x Y.

(i) Se f € L™, entao, para 1 < p < oc:

//fxy ) dv(y))” dp(a l/p //fxypdu ))/dl/(y)-

(ii)) Se 1 < p < oo, f( ,) (,u)paraqt yeY ey |[f(y)l, € L*(v), entdo para ¢g.t. v € X
f(,)ELly), — [ f( (y) estd em LP(p) e:

H/f ) dv(y /Hf )l dv(y).

DEFINIGAO 1 (CONVOLUGAO) Sejam f,g : R™ — C Borel-mensurdveis (ou, mais geralmente, Lebesgue-
mensurdveis, mas suponha Borel-mensurdveis para simplificar), de modo que é Borel-mensurdvel a
aplicagao R™ x R™ — C dada por (x,y) — f(x —y)g(y). Definimos f * g por:

frste) = f 6—shte i),
para todo x tal que f(x — -)g(-) seja quase-integrdvel.

Questao 4-) (desigualdade de Young) Se f € LY(R",m) e, dado 1 < p < oo, g € LP(R",m), entdo
f * g esté definida m-q.s., pertence a LP(R™,m) e || f * g|l, < || fll1llgllp- SUGESTAO: Use uma das duas
questoes anteriores.

Questao 5-) Sejam f,g,h € LY(R",m). Entdo fxg=g*f €L e (f*xg)*xh = fx(gxh)c L.
Portanto, da questdo anterior segue que, munido do produto de convolucdo, L!(R",m) é uma algebra
de Banach abeliana.



