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Questao 1-) Demonstre o teorema 3.5, a proposigao 3.9 e o corolério 3.10.

1 Secao 3.2

8) v<puseelv|<pseevt Kpev: < p.

9-) Seja (v;); uma sequéncia de medidas positivas.
(a) Se (Vj)vj L p, entdo 3°7°v; L p.

(b) Se (Vj)v; < p, entdo > {7 vj < p.

11-) Seja p uma medida positiva. Uma colegao de fungoes (fa)aca < Li(u) diz-se uniformemente
integrdvel se, para todo e > 0, existe § > 0 tal que | [ fdu| < € para todo & € A e para todo E € M
com u(E) < 4.

(a) Todo subconjunto finito de L' () é uniformemente integravel.

(b) Se (fn)nen < LY () e fr, — f em LY(u), entdo (f,)nen é uniformemente integrével.

12-) Para j = 1,2, sejam vj, u; medidas positivas o-finitas em (X;, M;) tais que v; < p;. Entao

V] X g <L U1 X g €:
d(Vl X 1/2)

m (z1,22) = — (21) 7 (22).

13-) Sejam X = [0, 1], M = Bjg 1}, m a medida de Lebesgue e p a medida de contagem em M.

(a) m < p, mas nao existe f p-quase integravel tal que dm = fdp.

(b) w1 nao admite decomposigao de Lebesgue com respeito a m.

14-) Sejam v uma medida com sinal arbitraria (ndo necessariamente o-finita) e p uma medida positiva
o-finita em (X, M) tais que v < u. Entao existe f : X — R p-quase integravel tal que dv = fdu.
Como sugestao, use o seguinte roteiro:

(a) E suficiente demonstrar o caso em que u € finita e v é positiva.

(b) Com tais hipéteses, existe £ € M o-finito para v tal que p(E) > p(F) para todo F' € M o-finito
para v.

(c) O teorema de Radon-Nikodym se aplica em E. Se FF € M e FNE = (), entao, ou v(F) = u(F) =0
ouu(F)=0e [v(F)| =00



16-) Sejam p,v medidas o-finitas em (X, M) tais que v < u, A=pu+ve f= g—”. Entao 0 < f < 1
pas. e & = f/(1- f).

17-) Sejam (X, M, 1) um espaco de medida finito, N uma sub-o-algebra de M e v = p|x. Se f € L(p),
existe g € L!(v) (portanto, g 6 N-mensurével) tal que (VE € N) [ fdu = [ gdv. Se ¢ € L'(v) for
outra funcao com a mesma propriedade, entao g = ¢’ v-q.s.; em teoria da Probabilidade, g chama-se
expectativa condicional de f em N.



