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1 Exercicios propostos em aula e outros:
Questao 1-) Proposigdes 1.2 a 1.7 do Folland.

Questao 2-) (generalizacao da prop. 1.5) Sejam (X, 7;);er uma familia de espagos topoldgicos e X =
[L;c; X munido da topologia produto. Entao ®;crBx, C Bx; vale a igualdade se X tiver base enumeravel
de abertos (o que é equivalente a cada X; ter base enumeravel e ser enumeravel o conjunto dos i € I tal
que X; tem mais que um ponto). Como corolario, conclua que Bgrrn = Q@7 Bg.

Questao 3-) Sejam X um conjunto, f : X — [0,00] e u : P(X) — [0,00] dada por u(E) = > 5 f.
Entao:

(i) p é uma medida em (X, P(X)).

(ii) p é semi-finita see (Vo € X)f(z) < oo.

(iii) w é o-finita see for semi-finita e f se anular fora de um conjunto enumeravel.
Questao 4-) Sejam A C P(X) uma algebra e (Ay)nen < A.

(i) Existe (A))nen <A tal que (V1 < k < oo) UK A, = UFA!.

(ii) Existe (A’ )nen < A crescente tal que (V1 < k < oo) UK A, = UFA!.

Questao 5-) (teorema 1.8 - propriedades das medidas) Seja (X, M, u) um espago de medida. Valem
as seguintes propriedades:

i) monotonicidade: Se E,F € M e E C F, entao u(E) < u(F).
ii) subaditividade enumeravel: Se (E,),eny < M, entao p(UpenEn) < Y ey #(En).
iii) continuidade inferior: Se Se (E,)neny < M crescente, entao u(UpenEy) = lim p(Ey,).

iv) continuidade superior: Se Se (E,)nen < M decrescente e p(E;) < oo, entdao pu(NpenErn) =
lim p(Ey,). Apresente um contra-exemplo sem a hipétese p(FEp) < oo.

DEFINIGAO 1 Seja (X, M, 1) um espago de medida. Diz-se que E C M € nulo se u(E) = 0. Diz-se que
1 € completa se todo subconjunto de um conjunto nulo for mensurdvel.

Questao 6-) (teorema 1.9 - completamento de um espago de medida) Sejam (X, M, ) um espago de
medida e N' = {E € M : u(E) = 0}. Defina M ={EUF:Eec MeF CN,N cN}. Entao M é uma
o-algebra em X e existe uma unica extensao g de pu a uma medida completa em M.



2 Exercicios do Folland

2.1 Secao 1.2

1-) Uma classe de conjuntos R € P(X) chama-se anel se for fechada por unides finitas e diferengas
(i.e. se Eq,...,E, € R entao UTE; € Rese E,F € R entao E — F € R). Um anel fechado por unides
enumerdaveis chama-se o-anel.

Se R for um anel (resp. o-anel), entdo R é uma &dlgebra (resp. o-dlgebra) see X € R.

Se R for um o-anel, entdo {E C X : E € R ou E° € R} é uma o-dlgebra.

3-) Seja M uma o-algebra infinita.

(a) M contém uma sequéncia infinita de conjuntos disjuntos.
(b) card(M) > c.

4-) Uma algebra A é uma o-algebra see for fechada por unides enumerdveis crescentes (i.e. se (Eyp)pen <
A for uma familia crescente, entdo UpenFEyp € A).

5-) Se M é a o-algebra gerada por £, entao M é a unido das o-algebras M geradas pelos subconjuntos
enumeraveis F de £.

2.2 Secgao 1.3

7-) Se pi,...,pn sdo medidas em (X, M) e ai,...,a, € [0,00), entdo Y ;" | a;jp; é uma medida em
(X, M). Isto vale para familias arbitrarias (u;)icr de medidas e (ai)ier < [0,00), i.e. p =D, ra;p; é
uma medida em (X, M)?

8-) Sejam (X, M, u) um espago de medida e (E,)pen < M. Entao p(liminf E,) < liminf pE,. Além
disso, se p(UPEy,) < 0o, entao p(limsup Ey,) > limsup pF,.

9-) Sejam (X, M, u) um espago de medida e E, F € M. Entao p(FEUF) + u(ENF) = pu(E) + u(F).
10-) Sejam (X, M, u) um espaco de medida e E € M. Defina (VA € M)u E(A) = u(E N A). Entao

poE é uma medida.

11-) Uma medida finitamente aditiva p em (X, M) é uma fungao pu : M — [0, o] tal que (@) = 0 e, para
toda (Ep)¥ < M, p(UEE,) = % u(E,). Verifique que uma medida finitamente aditiva z em (X, M) é
uma medida see u é continua inferiormente. Se pu(X) < oo, esta condigao também é equivalente a ser
continua superiormente.

12-) Seja (X, M, p) um espaco de medida finito.
(a) Se E,F € M e u(EAF) =0, entao u(E) = p(F).
(b) Defina E ~ F se u(EAF) = 0. Entao p é uma relagdo de equivaléncia em M.

(c) Defina p(E, F) = u(EAF). Entao p(E,G) < p(E, F)+p(F,G), de modo que p define uma métrica
no quociente M/ ~.



13-) Toda medida o-finita é semi-finita.

14-) Sejam p uma medida semi-finita e E mensuravel tal que u(E) = oo. Entao, para todo C > 0,
existe F' C E mensuravel tal que C' < p(F) < oo.

15-) Seja (X, M, u) espaco de medida. Defina pg em M por pg(E) = sup{u(F') : F C E mensuravel e y(F) <
00}.

(a) po é uma medida semi-finita. Chama-se parte semi-finita de p.

(b) Se p é semi-finita, entdo u = po.

(c) Existe uma medida ¥ em M (em geral, ndo é dnica) que assume apenas valores 0 e oo tal que
= o + V.

16-) Seja (X, M, pu) um espago de medida. Um conjunto E C X diz-se localmente mensurdvel se
ENA e M para todo A € M tal que u(A) < oo. Seja M. 0 colegao de todos os subconjuntos
localmente mensuraveis de X. Entao M C Mj,.. Se M. = M, diz-se que u é saturada.

(a) Se p for o-finita, entdo u é saturada.

(b) Mjoe é uma o-algebra.

(¢) Defina v em M, por v(E) = p(E) se E € M e v(E) = oo caso contrario. Entdo v é uma medida
saturada em M;,., chamada saturacdo de p.

(d) Se p for completa, v também o é.

(e) Suponha que p seja semi-finita. Dado E € M, defina vo(E) = sup{u(4) : A€ Me A C E}.
Entao v1 é uma medida saturada em Mj,. que estende p.

(f) Sejam X, Xy conjuntos disjuntos enumeréveis e X = XU Xs. Sejam M a o-dlgebra dos conjuntos
enumeraveis ou co-enumeraveis em X e pg a medida de contagem em P(X1). Defina p em M por
u(E) = po(E N X1). Entdao g é uma medida em M, M;,. = P(X) e, com a notagao dos itens
anteriores, v # 1.



