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A primeira questao vale 1 ponto e as demais valem 1,5 ponto. Boa prova e boa diversao!

Questao 1-) Sejam A uma algebra de conjuntos de X e M = M(A) a o-dlgebra gerada por A. Sejam p
e v medidas em M. Suponha que p e v coincidam em A e que exista (Ay)neny < M tal que X = UpenA4y,
e (Vn)u(A,) < co. Entao p=v.

Questao 2-) (a) Sejam X e Y espagos Hausdorff compactos, Bx e By as respectivas o-algebras
de Borel. Entao toda fungao continua f : X x Y — R é Bx ® By-mensurdvel. SUGESTAO: (1)
Note que nao hé como garantir, com as hipdteses assumidas, que Bxxy = Bx ® By (se esta
igualdade valesse, a tese seria trivial); (2) Aplique o teorema de Stone-Weierstrass para alguma
algebra conveniente de funcoes continuas.

(b) Se X e Y forem espagos métricos compactos, entao Bxxy = Bx ® By. SUGESTAO: Uma das
inclusodes vale para espagos topolégicos quaisquer; para verificar a outra, mostre que todo compacto
é Bx ® By-mensuravel (para isso, use o item anterior).

(c) Se X e Y forem espacos métricos o-compactos, entdao Bxxy = Bx ® By

Questao 3-) Sejam V aberto em R™ e p medida boreliana (i.e. definida na o-algebra de Borel) finita
em R™. Mostre que:

(i) OV (i.e. fronteira topoldgica de V') é um boreliano;

(ii) se (Vx € R")u(z + 0V) = 0, entdo a funcao R” — R dada por z — u(V + z) é continua.

Questao 4-) Calcule, caso exista:

(a) lim ”(1 - %)_n log(2 + cos(z/n)) d

n—oo 0
e}

(b) lim ne "sin(1/x) dx

n—oo 0

Questao 5-) Sejam (X, M, u) espago de medida e (fn),eny < LT(X), f € LT(X) tais que f, — f
pontualmente e (Vn)f, < f. Entdo [ f,dp — [ fdu.
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Questao 6-) Sejam (X, M, u) espago de medida, (fy,)nen uma sequéncia de fungoes mensuraveis X — C
e f: X — C mensurdvel. Suponha que f,, — f em L! rapidamente (i.e. >.°°||f, — flli < 00). Entdo
fn — f quase uniformemente e, portanto, quase sempre.

Questao 7-) Sejam (X, M, u) espago de medida o-finito e f : X — [0, 00| mensurédvel. Entao:
) A funcao A : R — [0, 00] definida por Af(t) = p({x € X : f(x) > t}) é Borel-mensuravel.

/ f(z)dp(z / Af(t) dm(t), onde m é a medida de Lebesgue.
(0,00]



