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Questao 1-) Sejam (an)nen € (bn)nen sequéncias em R, ambas limitadas inferiormente (ou superior-
mente) por um nimero real.

(i) infa, + inf b, < inf(a, + by,) < inf a, + sup b, < sup(a, + by) < sup a, + sup by,.
<1

(ii) liminf a,+liminf b, < liminf(a,+by,) < liminf a, +limsup b, < limsup(a,+by,) < limsup a, +
lim sup by, .
(iii) Se (an)n for convergente, liminf(a, + b,) = lima, + liminfb,, e limsup(a, + b,) = lima, +

lim sup by, .
Questao 2-) Demonstre a proposicao 2.23 e o teorema 2.26.
Questao 3-) Sejam (X, M, i) espaco de medida e 77 o completamento de . Mostre que L' (1) = L(z).

Questao 4-) (teorema 2.28) Seja f : [a,b] — R limitada. Mostre que, se f for Riemman-integravel,
entdo f é Lebesgue-mensuravel (e, portanto, Lebesgue-integravel, pois é limitada) e as integrais de
Riemann e de Lebesgue de f coincidem.

SUGESTAO:  Para cada particdo P de [a,b], P = (tj)g, a =1t < -+ < t, =0, defina Gp =
ST M t] ) egp = 7 MX (15 1,t5]) onde (Vj)M; = sup{f(z) : © € [tj_1,t;]} e m; = inf{f(x) :
x € [tj_1,t;]}. Definimos |P| = max{(t; — tj_1) : 1 j < n}. Tome (Py)r sequéncia crescente de

particoes tal que |P;| — 0. Entao existem g, G : [a,b] — R tais que gp, " g e Gp, ¢ G pontualmente,
—b
e g < f <G em (a,b]. Verifique que f[ab]de: J.fe f[ab]gdm :iZf.

Questao 5-) Sejam (X, M, u) espaco de medida, Y C C aberto e f : X xU — C tal que (Vz €
U) f(-,2) € LY, (Vo € X) f(z,-) é holomorfa Suponha que exista g € L tal que (Vz eU)|0.f(x,2)| <
g(z). Entao F : U — Cdadapor F(z) = [ f(z,z) du(z) é holomorfae, (Vz € U) F'(z) = [ 0.f(z, z) du(z).

Questao 6-) (funcio I') Sejam z € C tal que Re(z) > 0 e f, : (0,00) — C dada por f,(t) = t*"te
onde t*~! = exp[(z — 1) log t].
(i) (Vz € C:Re(z) >0)f. € L(0,00).
(i) (Vz € C:Re(z) > 0)T(z) = [T t* te " dt é holomorfa.
(i) (Vz € C:Re(z) > 0)T(2+1) = 2I'(2). SUGESTAO: Integre por partes feN t?e"t d, facae — 0
e N — oo.

(iv) Use o item anterior para estender I' a uma fungao holomorfa em C\ {n : n € Zen < 0}.
Verifique que T'(1) = 1 e, portanto, (Vn € N)I'(n 4+ 1) = nl.



1 Secao 2.3

18-) O lema de Fatou continua vélido se a hipétese (Vn € N)f, € LT for substituida por (Jg €
Lt NLY,vn € N)f, > —g. Qual o andlogo do lema de Fatou para funcdes negativas?

19-) Seja (f,) < L*(p) tal que f, — f uniformemente.

(a) Se u(X) < oo, entdo f €L (u)e [ fo— [f.
(b) A conclus@o do item anterior nao vale, em geral, se u(X) = oo (encontre um contra-exemplo em
R com a medida de Lebesgue).

20-) (TEOREMA DA CONVERGENCIA DOMINADA GENERALIZADO) Sejam (f,), (¢n) < L, f,g € L! tais
que fr = fas. , gn = 9as., [fal <gne [gn— [g. Entao [ f,— [f.

21-) Sejam fy, f € L! tais que f, — f q.s. Entao [|f, — f] = 0 see [|fu]l — [|f]-

22-) Seja p a medida de contagem em N. Interprete o lema de Fatou, o teorema da convergéncia
mondtona e o teorema da convergéncia dominada em termos de proposi¢oes sobre séries infinitas.

23-) Dada f : [a,b] — R limitada, defina:
H(z)=1lim sup f(y), h(zx)=1lm inf f(y).

0—0 ly—z|<6 0—0 |y—z|<6
Use o seguinte roteiro para provar que f é Riemann-integrével see o conjunto D¢ C [a,b] dos pontos
de descontinuidade de f tem medida de Lebesgue 0:

(a) H(xz) = h(z) see f continua em z.

(b) Para cada particio P de [a,b], P = (t;)5, a =to < --- < t, = b, defina Gp = X7 Mjx(1,_,¢,) ©
gp = 22V MiX(t; 4 .1;), onde (Vj)M; = sup{f(z) : x € [t;-1,t;]} e my = inf{f(z) : @ € [t;—1,¢;]}.
Definimos |P| = max{(t; —tj—1) : 1 < j < n}. Tome (P}); sequéncia crescente de particoes tal que
|P;| — 0. Entao existem g, G : [a,b] — R tais que gp, /g e Gp, \y G pontualmente, e g < f < G
em (a,b]. Verifique que h = g e H = G q.s., de modo que h e H sdo Lebesgue-mensuraveis,

f[a’b]Hdm:fafef[a’b]hdm:iaf.

24-) Sejam (X, M, ) espaco de medida finito e (X, M, i) o seu completamento. Se f : X — R
limitada, entdo f é M-mensurdvel (e, portanto, pertence a L!(fi)) see existirem sequéncias (¢y) e
(¢) de fungdes simples M-mensuraveis tais que (Vn)¢, < f < ¥n e [(¢n — ¢n) < n~1. Neste caso,
lim [ ¢, dp = lim [, dp = [ fdp.

25-) Seja f: R — R dada por f(z) =2 /2 se 0 <z < 1e f(x) =0 caso contrario. Seja (7,,)nen uma
enumeragao dos racionais e g(z) =Y 727" f(z — ry).

(a) g € LY(m) e, em particular, g < oo q.s.
(b) g é descontinua em todo ponto e ilimitada em todo intervalo.
26-) Se f € LY(m)e F:R — R ¢ dada por F(z) = [“__ f(t)dt, entdao F ¢ continua.
29-) (i) Mostre que [;* 2" e™* da = n! diferenciando a identidade [;°e ™ dz = 1/t.
(ii) Mostre que [7° a*" e dz = (2n)!y/7/4"n! diferenciando a identidade 1= et dz = /7 /L.
30-) Mostre que limy_ oo fok 2"(1 -k 'z)k dz = n!.

31-) Expanda o integrando numa série e justifique a integracao termo a termo para obter as seguintes
férmulas (o exercicio 29 pode ser 1til):



(a) Paraa >0, [% e " cosax dz = /me /4,

(b) Para a > —1, fol 2%(1—2) togz dz = — Y {%(a + k)2

(c) Paraa > 1, [[¥2% 1 (e” —1)"1daz = [(a)((a), onde (a) = Y 7" n~"
)

(d) Paraa>1, [[Fe * z ! sina dz = arctan(a™?).



