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1 Secao 1.4

DEFINIGAO 1 Uma pré-medida € uma medida numa dlgebra.
17-) Sejam p* uma medida exterior em X e (A,)neny uma sequéncia de conjuntos p*-mensuraveis
disjuntos. Entao, para todo E C X, p*(E N (U°A,)) = Y07 p*(ENAy).

18-) Sejam A C P(X) uma &lgebra, A, a colecao de todas as unides enumeraveis de elementos de A e
A,s a colecao de todas as intersecgoes enumeraveis de elementos de A,. Sejam jp uma pré-medida em
A e p* a medida exterior por ela induzida.

(a) VE C X,Ve >0, existe A € A, tal que E C Ae p*(A) < p*(E) + e

(b) Se pu*(E) < oo, entdao E é p*-mensurivel se, e somente se, existe B € A,s tal que E C B e
W (B E) = 0.

(c) Se o é o-finita, a restricdo p*(E) < oo no item anterior é supérflua.

19-) Seja p* uma medida exterior em X induzida por uma pré-medida finita pg. Dado F C X, defina
a medida interior de E por pu.(E) = po(X) — p*(E€). Entao E é p*-mensurdvel see u*(E) = u.(E).

20-) Sejam p* uma medida exterior em X, M* a o-dlgebra dos conjuntos p*-mensurédveis, v = p*|p- €
v* a medida exterior induzida por v.

(a) Se E C X, entao pu*(F) < v*(E), valendo a igualdade see existir A € M* tal que E C A e
u () = p*(A).
(b) Se p* for induzida por uma pré-medida, entao p* = v*.

(c) Se X ={0,1}, existe uma medida exterior ©* em X tal que p* # v*.
21-) Sejam p* uma medida exterior induzida por uma pré-medida e p a restrigdo de p* aos conjuntos

w*-mensuraveis. Entao p é saturada.

22-) Sejam (X, M, ) um espago de medida, p* a medida exterior induzida por u, M* a o-dlgebra dos
conjuntos p*-mensuraveis e i a restricdo de p* a M*.

(a) Se p é o-finita, i é o completamento de .
(b) Em geral, 11 é a saturacao do completamento de .
23-) Seja A a colecao de todas as unides finitas de conjuntos da forma (a,b]NQ, com —oco < a < b < 0.

(a) A é uma algebra em Q.
(b) A o-algebra gerada por A é P(Q).



(c) Defina pp em A por po(0) =0 e po(A) = oo se A # (. Entao py é uma pré-medida em A e existe
mais de uma medida em P(Q) que estende pg.

24-) Sejam p uma medida finita em (X, M) e p* a medida exterior induzida por . Suponha que £ C X
(nao necessariamente mensuravel) satisfaca p*(E) = p*(X).
(a) Se ABe Me ANE =BNE,entao u(A) = u(B).

(b) Seja Mg ={ANE:A¢c M}, defina v : Mg — [0,00] por v(AN E) = u(A) (o que é uma boa
defini¢do, pelo item anterior). Entdo Mg é uma o-dlgebra em E e v é uma medida em Mg.



