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Questao 1-) Seja X um espago normado. Entao X é completo see toda série absolutamente conver-
gente em X é convergente.

Questao 2-) Demonstre as proposicoes 6.9, 6.10, 6.11 e 6.12.

1 Secao 6.1

1-) Quando vale a igualdade na desigualdade de Minkowsky? (a resposta é diferente se p = 1 e
1< p<o0).

2-) Demonstre o teorema 6.8:
(a) Se f e g forem funcdes mensuraveis em X, entdo || fgll1 < ||f|l1llgllce- Se f € L' e g € L, entao

1£glly = l7ll1llgllc see [g(x)] = llglloc @-s. nO conjunto onde f(x) # 0.

) |I/lco ¢ uma norma em L.
(¢) Ifn = flloo = 0 see IE € M tal que pu(E) =0 e f,, — f uniformemente em E.
(d) L é um espago de Banach.
)

3-) Sel<p<r<oo, LPNL" é um espaco de Banach com norma || f|| = || f|l, + || f||. Além disso, se
p < q<r,ainclusao L NL" — L9 é continua.

7-) Se f € LPNL* para algum p < oo, de modo que f € L9 para todo ¢ > p, entdo || f|lco = limg—oo || f|l4-

8-) Suponha pu(X)=1e f € LP para algum p > 0, de modo que f € LY para 0 < g < p.

(a) log||fllq = [log|f]. SUGESTAO: Use a desigualdade de Jensen com F = exp.
(

b) (JIf1* = 1)/q > logl|fllg, € limgo([|f]? = 1)/q = [log|f].
() limgol[fllq = exp([ log| f]).

9-) Sejal < p < oo. Se |fn— fllp = 0, entdo f,, — f em medida, portanto alguma subsequéncia
de (fn)n converge para f q.s. Por outro lado, se f, — f em medida e (Vn € N)|f,| < g € LP, entao

frn = fllp = O.
10-) Sejal < p<oo. Se fn,f €Ll e f, = f as., entao || fr, — fllp = 0 see || fullp = | fllp-

11-) Seja f uma fungdo mensurdavel em X. Defina a imagem essencial Ry de f por Ry = {z € C: Ve >
0,p{z € X :|f(x) — 2| <€} > 0}.



(a) Ry é fechado.
(b) Se f € L™, Ry é compacto e || f|loo = max{|z| : z € Rs}.

11 - complemento-) Com a notacdo da questao anterior, mostre que:
(a) L*°(X) é uma algebra de Banach com unidade (a multiplica¢ao é induzida pelo produto de fun¢oes
induzido pelo produto de C e a unidade ¢é a classe de equivaléncia da fungao constante e igual a 1).

(b) f € L™ é inversivel see 0 & Ry.

13-) LP(R™,m) é separavel para 1 < p < oco. Todavia, L>(R",m) nao é separavel (mostre que existe
um conjunto nao-enumersavel F C L™ tal que (Vf # g € F)||f — glloc = 1).

14-) Se g € L*>°, o operador T : LP — LP definido por f +— fg é limitado em LP para 1 < p < co. Além
disso, ||T]| < ||9|loc, valendo a igualdade se p for semi-finita.



