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1. O exame tem duracgao de 4 horas.
2. O exame pode ser feito a lapis.
3. Justifique as suas afirmagoes.

4. Voceé deve escolher questoes somando no maximo 10 pontos. Marque as questoes escolhidas com
um “X” na coluna “Aluno(a)” da tabela abaixo.

Aluno(a) | Professor

Pontuacao:

Boa proval!
Questao 1-) (1 pt) Sejam F': R — R crescente e continua a direita e ur a medida de Lebesgue-Stieltjes
induzida por F. Mostre que F' é continua se, e somente se, (Vx € R)urp({z}) = 0.

Questao 2-) (1 pt) Sejam f,g : R” — R Lebesgue-mensurdveis. Defina (+00) 4 (—o0) = (—o0) +
(+00) = 0. Mostre que f + g : R" — R é Lebesgue-mensurével.
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Questao 3-) (1 pt) Sejam a,b € R com a < be f: [a,b] — R Lebesgue-mensuravel tal que o conjunto
dos pontos onde f é +00 tenha medida nula. Mostre que Ve > 0, M > 0 tal que, para E = {|f| < M},
tem-se m(E°) < e.

Questao 4-) (1 pt) Sejam X um conjunto e p* : P(X) — [0,00] uma medida exterior. Diz-se que
w* é reqular se, para todo A C X, existir um conjunto p*-mensuravel £ C X tal que A C FE e
w*(A) = p*(E). Mostre que, se u* for regular, entdo, para toda sequéncia crescente (A, )pen < 2%,
tem-se " (UpenAy) = lim p*(A,).

Questao 5-) (1 pt) Sejam (X, M, u) espaco de medida finito e (Vn € N)f,,, f : X — C mensurdveis tais
que f, — f quase sempre. Mostre que f, — f em medida.

Questao 6-) (1 pt) Seja f: R — C Lebesgue-integravel. Calcule
o

s f(x_")<1f\x|> de

oo

Questao 7-) (2 pt) Sejam (X, M, i) espaco de medida e f € L'(x). Mostre que, Ve > 0, 3§ > 0 tal
que, se E € M e pu(E) < 0, entéo | [, f| <e.
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Questao 8-) (2 pt) Calcule:

Questao 9-) (2 pt) Seja f : [0,1] — [0, 0] Lebesgue-integravel. Suponha que, Vn € N, fol flx)"dz =
fol f(x) dx. Mostre que existe E' C [0, 1] boreliano tal que f = xp quase sempre.

Questao 10-) (3 pt) Sejam (f,,)nen sequéncia de fungoes Lebesgue-integraveis [0,1] — Ce g € L1([0,1])
tais que: (i) lim fol\fn(a:)| dr =0 e (i) (Vn € N)|f,]? < g. Mostre que lim fol\fn(a:)|2 dz =0.



