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9 Lista de Exercicios - Integrais de Superficie

1-) Seja f : R* — R* difeomorfismo de classe C! tal que f*(dz' A dz?) = 2dz3 A dz?* e f*(da3 A dz?) =
%dxl A dz?. Entdo, para todo conjunto J-mensuravel X C R%, tem-se vol f(X) = vol X.

2-) Sejam M™ superficie orientada com bordo de classe C<*!, F espaco de Banach, o, 3 € Qg,g)(M, F) formas
com suporte compacto e ¢ € R. Tem-se:

L fyla+8) = [yoa+ 45

2. [ylca) =c [, o

3. ¢ F=Rea>0 (ie se (Vr € M)a(x) > 0, i.e. numa carta positiva a(z) = a(x)dz' A--- A dz™
com a(z) > 0), entdao [, @ > 0; se a > 0 e se existir 2 € M tal que a(z) > 0, entdo [, o > 0.

4. Se N for outra superficie orientada de classe CK e f : N — M for um difeomorfismo C!, tem-se:

(a) se f preserva as orientacoes (i.e. se f’ leva bases positivas em bases positivas), entao [ f*a =
INYe?
M

(b) se f reverte as orientacoes, entao [y f*a = — [, o

3-) Sejam M™, N" superficies orientadas e w uma (m + n)-forma continua com suporte compacto em

M x N. Para cada z € M e vy,...,v, € TyM, defina uma n-forma 8 = w,(vi,...,vy) em N por
Bly;ut, ... up) = w((x,y);vl, ey U, U, - .,un). Mostre que (8 é continua e tem suporte compacto.
Definindo o m-forma em M por a(x;v1,...,0m) = [y we(v1,...,0p), entdo o também é continua e tem

suporte compacto. Finalmente, [y, yw = Jya = Ju(/y0)-

4-) Sejam « e (§ formas continuas com suportes compactos e graus maximos nas superficies orientadas M
e N, respectivamente. Denotando por mpy : M X N — M e iy : M x N — N as projecoes no primeiro e
segundo fator, respectivamente, tem-se i,y T A T8 = (fy @) - (Jy B)-

5-) Sejam U C R™*! aberto, F espaco de Banach e w € Qg)(u, F). Entao w é fechada se, e somente se, para
todo dominio compacto (i.e. uma superficie com bordo compacta, de dimensio méxima) D C R"*! com
bordo dD de classe Ct, tem-se [, w =0.

6-) Seja F : U — R3 um campo de vetores C* no aberto 4 C R?® e M C U uma superficie C* tal que
F(p) = 0 para todo p € M. Entao, para todo p € M, tem-se rot F'(p) € T,M.

7-) Seja D C R? um dominio compacto com fronteira regular. Dada F : D — R? de classe C?, com
F(z) = (f(x),9(x)), tem-se [, det F'(x)dz = [,, fdg.



8-) (INTEGRAIS IMPROPRIAS) Sejam M™ C R” superficie orientada com bordo de classe C**1, w uma m-
forma em M (a valores em R) limitada numa vizinhanga de cada ponto de M (i.e. tal que, Vp € M, existem
U vizinhanca de p e ¢ > 0 tal que (Vo € U, Vv1,...,vpm € ToM)|w(z;01,...,0m)] < clvi] -+ [Jum]]) e tal
que o conjunto dos pontos de descontinuidade de w tenha medida nula em M.

1.

Se w tiver suporte compacto contido num aberto U, com ¢ : Uy — U carta positiva de M, existe
uma tnica f : Uy — R tal que ¢*w = fe! A--- Ae™. Verifique que as hipdteses assumidas sobre w
implicam que f é limitada, tem suporte compacto e é continua exceto num conjunto de medida nula;
assim, podemos definir [y, w = fuo f- Como no caso de formas continuas com suporte compacto, o
fato de esta definicao ser independente da carta positiva tomada é uma consequéncia do teorema de
mudanca de varidveis para a integral de Riemann. Mais geralmente, se w tem suporte compacto,
podemos usar uma particao da unidade conveniente para escrever w = Zle w; como soma de
um numero finito de formas com suportes compactos contidos em imagens de cartas positivas de
M, cada qual limitada numa vizinhanca de cada ponto de M e continua exceto num conjunto de
medida nula; definimos, entao, fM w = Zle fM wj.

. Suponha w > 0 (nenhuma restri¢do se faz sobre o suporte de w). Diz-se que w é integrdvel se, dada

(&)ien particio da unidade C* em M tal que (Vi € N)supp&; compacto, pondo (Vi € N)w; = &w, a
série > 7, fM w; for convergente, onde fM w; definida como no item anterior. Em caso afirmativo,
definimos wa =532 fM w;. Mostre que estas defini¢oes independem da particdo da unidade
tomada, i.e. se (1;);en for outra particio da unidade Ck em M tal que (Vi € N)suppn; compacto,
a série Y7 [i4(&w) é convergente se, e somente se, > 2, [y,(niw) o for; em caso afirmativo, as
somas das duas séries coincidem. SUGESTAO: Verifique que w é integravel com respeito a (&;);en
se, e somente se, a série dupla > >, Z]Oil fM (&njw) for convergente, e que w é integravel com
respeito a (n;);en se, e somente se, a série dupla Z;’;l Yoo Ju(&njw) for convergente. Agora
proceda conforme a sugestao da questao 14 da lista 8.

. No caso geral, definimos as m-formas w; e w_ por, respectivamente, w, (z) = w(x) se w(x) > 0

e 0 caso contrério, e w_(x) = —w(z) se w(x) < 0 e 0 caso contrario. Verifique que wy e w_ sao
positivas, limitadas numa vizinhanca de cada ponto e continuas, exceto num conjunto de medida
nula. Dizemos que w é integrdvel se w, e w_ o forem; em caso afirmativo, [, w = [, wy — [}, w-.

. Sejam w > 0 e (K;);ecny uma exaustao de M por compactos J-mensuréaveis. Mostre que w é integréavel

em M se, e somente, se, existir lim | . w- Em caso afirmativo, o referido limite coincide com fM w.
1—00 z

. Sejam «, f m-formas integrdaveis em M, no sentido da definicao dos itens anteriores, e ¢ € R.

Tem-se:
(a) a+ f éintegravel e [,(a+B) = [y, a+ [y B-
(b) ca é integravel e [y, (ca) = c [, o
(c) Sea >0, [j,a>0.
(d) Se N for outra superficie orientada de classe C* e f : N — M for um difeomorfismo C!, tem-se:
i. se f preserva as orientacoes, entdo f*« é integravel e [ f*a = [, a.
ii. se f reverte as orientages, entdo f*« é integravel e [y f*a = — [, a.

9-) Sejam M™ C R" superficie orientada com bordo de classe C**! e w uma m-forma em M integravel (no
sentido da questao anterior). Tem-se:



10-)

11-)

12-)

13-)

14-)

15-)

1. (IRRELEVANCIA DOS CONJUNTOS DE MEDIDA NULA) Se F' C M é um fechado de medida nula em
M, entao fM\Fw = wa. SUGESTAO: E suficiente considerar o caso w > 0. Mostre que, dado
€ > 0, existe uma vizinhanga aberta U de F tal que |[,w| < e. A seguir, tome (&,&2) particao
da unidade estritamente subordinada a cobertura aberta (M \ F,U), ponha w; = {uw, i = 1,2, e
conclua que | [j,w — [, wi| <€, donde | [, w — fM\Fw| < €.

2. (IRRELEVANCIA DOS ZEROS) Se F' C M é um fechado no qual w se anula, entao fM\Fw = fyw-

SUGESTAO: E suficiente considerar o caso w > 0. Mostre que, dado € > 0, existe uma vizinhanca
aberta U de F tal que | [, w| < € e repita o argumento do item anterior.

3. Seja N™ outra superficie orientada com bordo de classe Ck e f : N — M um homeomorfismo de
classe CK, tal que (Vo € N)det f'(x) > 0. Entdo f*a é integrdvel e Iy o= [y o

4. Seja f : [0,27] — S! € R? dada por f(t) = (cost,sent). Considere S! orientada pela normal
exterior a B1(0), e seja w uma 1-forma continua em S!. Mostre que f[o 1] ffw= fow.

Seja f : (a,b) — R de classe C!, estritamente positiva. Seja M C R3 a superficie obtida por meio da
revolucao, relativamente ao eixo Ox, do grafico de f (no plano Oxy). Mostre que a drea de M ¢é dada

por f£27rf\/1 + ()2

2
Sejam U C R™ aberto e f : Y — R de classe C?. Diz-se que f é harmoénica se Af = Sy % se
anular identicamente em U. Mostre que f é harmonica se, e somente se, para todo dominio compacto
com fronteira regular D C R", tem-se |, oD g—l{ =0, onde v : 9D — R" denota a normal unitaria externa

a 0D.

Sejam U C R™ aberto e u,v : U — R funcdes de classe C?. Seja D um dominio compacto com fronteira
regular. Aplique o teorema da divergéncia ao campo F' = ugrad v para obter a primeira formula de

Green:
ov

/ [uAv + (grad u, grad v)|dz = / U—, (1)
D op OV

onde v : 9D — R"™ denota a normal unitaria externa a 0D. Usando esta férmula com u = v, conclua que,
se u é uma funcdo harmonica que se anula em 9D, entdao u = 0. Noutras palavras, tem-se a unicidade
das solugdes de Au = 0 em C?(D) com condicdo inicial prescrita em 9D (i.e. se duas tais solugoes
coincidirem em 0D, entao elas sdo iguais).

Obtenha, com as mesmas hipéteses da questao anterior, a sequnda formula de Green:

/D(uAv—vAu):/aD(ugz —v%), @)

onde v : 0D — R" denota a normal unitria externa a 0D.

Seja D um dominio compacto, conexo, com fronteira regular em R™. Duas fungoes harmoénicas u, v
definidas num aberto contendo D, tais que % = % em 0D, onde v : 9D — R" denota a normal

unitaria externa a 0D, diferem por uma constante em D. Em particular, se u é harmoénica e % =0

em 0D, entdo u é constante. Ou seja, se D é um soélido termicamente isolado, a unica distribuicao
estaciondria de temperatura em D é a constante.

Nas condigoes da questao anterior, se % > 0 em JD, entao u é constante em D.



16-) (PROPRIEDADE DA MEDIA PARA FUNGOES HARMONICAS) Sejam U C R™ aberto e f : Y/ — R harmonica.
Entao, para todo z¢ € U e para todo r > 0 tal que B,[xg] C U, tem-se:

1
vol Sy (xp) /Sr(:co) JdS = J (@),

onde S, (xg) denota a esfera de centro xg e raio r.

17-) (EXAME DE QUALIFICAGAO - JAN/2010) Sejam D C R? a bola aberta de centro na origem e raio 1, e
u uma funcao de classe C? definida numa vizinhanca de D, tal que u|ap=0, u nao identicamente nula, e
tal que 3\ € R constante tal que Au = Au em D (i.e. u é uma auto-fungao do laplaciano). Mostre que
[plIVull* + X [, u* = 0. Conclua que A < 0. SUGESTAO: CALCULE A(u?).

18-) (EXAME DE QUALIFICAGAO - JAN/2010) Seja f : R? — R? um difeomorfismo de classe Cl e J : R3 — R
o jacobiano de f. Dados zg € R? e r > 0, denote por Q,(zg) o cubo em R? centrado em x(, com arestas
paralelas aos eixos e de lado r. Mostre que:

vol x _ 3
)| = tim Q@) W) = F o)
r—0 r T—x0 Hx _ xOH
(onde [|-]| denota a norma euclideana em R3). SUGESTAO: PARA VERIFICAR A DESIGUALDADE, USE

UMA BOLA DE RAIO r CENTRADA EM zy NO LUGAR DE Q,(z¢).

19-) (VOLUME DA ESFERA DE RAIO r EM R" ) Calcule o volume da esfera S™(r) de raio r centrada na origem
de R™ em fun¢ao do volume V,,(r) da bola de raio r centrada na origem, o qual foi calculado na tdltima
questao da lista 8. SUGESTAO: Aplique o teorema da divergéncia.

20-) Em C = R?, denote por 7 : C — R =R x {0} C C a proje¢io no primeiro fator, por y : C — R C C a
proje¢ao no segundo fator, por z : C — C a identidade, de modo que z = (x,y) = z+iy,eporz: C — C
a conjugacao, de modo que Z = (z, —y) = = — iy. Olhando para x, v, z,Z como 0-formas em R? a valores
em C, podemos tomar derivadas exteriores para obter 1-formas, a valores em C, dx,dy,dz,dz, as quais
se relacionam por: dz = dz 4 idy, dZ = dx — idy, de modo que dx = % (dz+dz) edy = % (dz — dz).
Assim, dados Y C C e f : U — C de classe C* (i.e. f € le)(u,(:)), tem-se df = %daz + g—idy =
% dz + % dz, onde % =1 (% — ig—g) (i.e. a derivada direcional de f com respeito ao vetor 3 (1, —1))
e % =1 (% + ig—;) (i.e. a derivada direcional de f com respeito ao vetor 3 (1,1)).

1. Com a notacao acima, dada f € Q(()l)(u ,C), mostre que as seguintes condigdes sao equivalentes:

(a) f é holomorfa em U, i.e. Vzop € U,3 lim [&)=/(z0) (vide questao 4 da lista 2).

z—20 220
(b) % =0,ie df = % d=.

(¢) fdz é uma 1-forma fechada.

Em caso afirmativo, i.e. se as condi¢oes equivalentes acima forem verificadas, tem-se (Vzo €
U) lim f&=fz0) % ‘ZO , e definimos (Vzo € U) f'(z0) = %

z—zg  FTR0 20

2. Conclua, a partir do item anterior, que f é holomorfa se, e somente se, para todo zy € U e todo
p > 0 tal que B,[z] C U, tem-se fsp(zo) fdz=0.



3. Aplique o lema de Poincaré para concluir que, se f for holomorfa em U aberto estrelado, existe
g : U — C holomorfa tal que ¢’ = f.

[¢]
4. (FORMULA DE CAUCHY-GREEN) Sejam D C U um dominio compacto com fronteira C* e ¢ €D.

Mostre que:
) 4, OF 1 4zpd- (3)

opz—C  Jpdzz—¢
onde [ % zi( dzAdz = [, 21’% zi( dz A dy denota a integral (imprépria) em D\ {¢}. Em
particular, se f for holomorfa, obtenha a formula integral de Cauchy. SUGESTAO: Tome € > 0

s,

2mif(¢) =

tal que B([(] Clo), defina D, = D \ B((¢) e aplique o teorema de Stokes para calcular faDE

levando em conta que z — ﬁ ¢ holomorfa em U \ {C}. A seguir, tome lin% .
€—>



